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LES INTEGRALES CURVILIGNES 


Par M. J. FAVARD 


Introduction. 


Dans les définitions de certaines intégraies curvilignes ou de sur- 
faces classiques (telles que [ fax ou [fax ar), on aperçoit 
€ sf S 


immédiatement que les procédés mis en œuvre dans leurs définitions 
peuvent être étendus à des lignes non rectifiables ou à des surfaces 
non quarrables et même, tout au moins pour les intégrales curvilignes, 
à des continus qui ne sont pas de Jordan. 

Ainsi, en axes æy rectangulaires, soit le continu 


a ee ‘ 
(iP hrs SNA ORE ee ET LE S32 She SG, 


irréductible entre les points P,(æ—0,y=2) et P\(w=1,y=2), 
l’aire du domaine, limité par ce continu, l’axe des y, la droite x =1 et 


l’axe des +, est égale à 
1 
iy (2 + sin = Jae. 
6 TZ 
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Si l’on veut dire que cette quantité est égale à l’intégrale curviligne 


y dz; 
P,P . 
pour étendre le champ d’application de cette derniére et si simple for- 
mule, on est amené à donner, dans ce cas particulier, une définition 
de l'intégrale curviligne ci-dessus, en utilisant une suite de points du 
continu d’abscisses croissantes, pour rester le plus prés possible de la 
définition habituelle, et il ne faut pas être grand clerc pour cela. En 
désignant par /(P) une fonction de point continue sur (P,P,) le même 
procédé nous permettra de définir, pour toute fonction /(P), l'inté- 
grale 

NET dz: 
Er 


Ainsi la puissance du procédé de définition des intégrales curvilignes 
déborde l’ensemble des arcs de courbes de Jordan. Mais, pour ces der- 
niers continus, un ordre des points s’impose dès qu’on a donné le 
point initial et le point final, et c’est à partir de cet ordre que l’on batit 
la théorie. Quant aux continus irréductibles il faut donc, avant tout, 
en ordonner les points, cela est possible d’après un résultat de M. Kura- 
towski rappelé ci-après, mais, naturellement, d’une façon moins 
complète que pour les arcs de Jordan. 

Cela étant, dans le plan ay, et pour l'élément différentiel da par 
exemple, je me suis proposé de déterminer tous les continus irréduc- 
tibles C tels que l'intégrale 

d J(P) dx 
e 


ait un sens pour toutes les fonctions f(P) continues. Par souci de simpli- 
cité on avait, jusqu’a présent, fait seulement la théorie des intégrales 
de cette sorte pour les courbes rectifiables ou semi-rectifiables; c’est- 
à-dire que, partant d’une métrique sur une courbe, on démontrait 
l'existence de l'intégrale; ici, -c’est en quelque sorte le problème 
inverse que nous nous proposons; à partir de la définition de l'intégrale, 
rechercher quelle vropriété métrique d'une courbe forme son domaine 
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naturel d'existence; à cette métrique j’ai donné le nom de variation et 
les résultats qui suivent expliquent suffisamment cette dénomination. 

L'idée directrice de ce travail, savoir : adapter la métrique à un pro- 
bléme donné n’est cependant pas nouvelle puisqu’elle domine la 
théorie de l'intégrale de Stieljes, non plus que la recherche des carac- 
teres des continus qui admettent une métrique donnée, puisque les 
résultats sur les courbes rectifiables procèdent de ce point de vue. Ce 
qui est nouveau ici, c’est l’essai que j’ai tenté, dans un cas particulier, 
de restituer à chaque problème de ce genre sa véritable métrique, ainsi 
que l'introduction de continus qui ne sont pas des courbes de Jordan. 

Ce travail comprend deux chapitres. Dans le premier, j'ai essayé de 
faire, dans un espace métrique parfaitement compact, une théorie 
abstraite des intégrales curvilignes de la forme 


f JU) au, 


ou U est une fonction de point donnée, ainsi que de quelques autres 
dont les éléments différentiels ne sont pas des différentielles exactes 
et qui comprennent les éléments différentiels de la longueur. Chemin 
faisant j’ai rencontré une interpretation de l’intégrale de Stieljes. 

Je n’ai fait aucune recherche sur les intégrales d’éléments diffé- 
rentiels curvilignes qui ne sont pas du premicr degré par rapport aux 
différentielles, quoique, par exemple, les éléments de la forme (dx)* 
donnent (lorsque « >1) plus de finesse dans l’étude des ensembles de 
mesure nulle de l’axe des x, ou dans l’étude des courbes non recti- 
fiables du plan xy (pour « >1). Les éléments de cette dernière forme 
(a = 2) ont été introduits par M. A. Denjoy (') dans une Note récente, 
où l’auteur se propose un problème analogue à celui que nous traitons 
ici, mais seulement pour des courbes de Jordan et des fonctions qui 
satisfont à une condition de Lipschitz. 

Par analogie j’ai également essayé de faire une théorie abstraite des 
intégrales de surfaces, mais ici, naturellement, les résultats ne sont pas 


(:) A. Densoy, Sur l'intégration des différentielles totales et la métrique des courbes 
(C. R. Acad. Se., t. 196, 1933, p. 838-841). 
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aussi complets que dans le cas des courbes, car, malgré les recherches 
récentes, la notion de surface est encore assez obscure. 

Le Chapitre II est consacré aux applications de la théorie aux inté- 
grales curvilignes les plus classiques. Ainsi j'ai pu obtenir des démons- 
trations des théorèmes de Green, dans le plan et dans l’espace, où les 
hypothèsés présentent, je crois, toute la généralité désirable. Malgré 
quelques indications qui débordent le cas classique, je n’ai pu 
rien faire d’utile relativement au problème qui consiste, étant donnés 
un domaine simplement connexe et sa frontière, à transformer une 
intégrale double étendue à ce domaine en une intégrale curviligne 
étendue à sa frontière. 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une courbe soit 
rectifiable prennent, dans notre théorie, une allure géométrique et, 
quant aux intégrales de surfaces, j'ai été conduit à la définition de la 
variation d’une surface, suivant une direction de plan donnée, et dans 
l’ordre d’idées de M. Lebesgue. Cette quantité, inférieure à l’aire d’une 
surface, est aussi plus simple et donne lieu à une condition nécessaire 
pour qu’une surface soit quarrable tout à fait analogue à celle qui 
exprime qu’une courbe est rectifiable. 


CHAPITRE I. 


THÉORIE ABSTRAITE. 


1. Dans un espace métrique parfaitement compact, soit € un con- 
tinu irréductible entre deux points A et B, la solution complète du pro- 


. 


bléme qui consiste & ordonner un tel ensemble a été donnée par 
M. C. Kuratowski (') : 


Une décomposition de C est dite semi-continue et lénéaire lorsque € 
est décomposé en un seul ensemble (cas trivial), ou bien lorsque C est 
décomposé en ensembles disjoints, appelés tranches 

Te(o £ St, AeT,, BeT,), 
a Se Re A 


(1) C. Kuaatowski, Théorie des continus irréductibles entre deux points (Fund. Math. 
t. 10, 1927, p. 225-275). 


be. 
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de façon que | 
lim ¢,=t entraîne lim supT, C Ty. 
n> n> 

M. Kuratowski a alors défini une décomposition D de tout continu 
en tranches, qui satisfait aux conditions précédentes et qui est telle 
que pour toute autre décomposition D’, toute tranche de D' est une 
tranche de D ou une somme de tranches de D. 

Cette décomposition D peut se réduire à un seul élément, mais, s’il 
n'en est pas ainsi ses tranches forment un intervalle; lorsque € est 
borné ses tranches sont des continus (qui peuvent ne comprendre 
qu'un seul point); si l’on désigne par ¢(P) l'indice de la tranche qui 
contient un point P du continu, la fonction ¢(P) est une fonction con- 
tinue de P. 

Considérons une suite de points de €, 


P; (t=0, B24 4% 907) Py =A) Pa B), 


et soient t; les indices des tranches auxquelles appartiennent ces 
points (4—0, ¢,—=1), nous dirons que la suite P; est ordonnée si 
l’on a 


Si le continu € n’a qu’une frateles toute suite de points sera dite 
ordonnée. 


2. Cela étant, soit U(P) une fonction réelle bornée de point, définie 
au moins pour tous les points de €, le continu € sera dit à variation U 
bornée si, étant donnée une suite ordonnée quelconque de points, la 
quantité 


La 


S'IU(P) — UP) | 


a une plus grande limite finie lorsque x augmente indéfiniment, cha- 
cune des quantités ¢;— t;_, tendant vers zéro ('). 


(:) On peut remplacer cette condilion par la suivante : chacune des distances | Pi Ps| 
lendant vers zéro; ce qui donne une allure plus géométrique à notre définition et 
demande quelques modifications évidentes dans nos démonstyations. 
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En intercalant des points de division dans une division choisie, on 
voit que la quantité qui vient d’être définic est aussi la borne supé- 
rieure de l’ensemble des nombres précédents; nous la désignerons 


par V,(C), ù 
(1) Vu(C) = borne sup > UP) — U (Pin). 


1 

En représentant par w; oscillation de U(P) sur l’énsemble des 

tranches T, telles que ¢_;<¢<;, on peut encore poser 
V_(C) = borne sup > G. 
1 

Nous allons rechercher à quelles conditions doit satisfaire C pour 
être à variation U bornée. 

Tout d’abord, je dis que, pour qu'il en soit ainsi, il est nécessaire 
que U(P) soit constante sur toute tranche de €. 

La question ne se pose que pour les tranches qui contiennent plus 
d’un point. Si, sur l’une de ces tranches, la fonction U n’était pas cons- 
tante, alors il existerait sur cette tranche deux points P’ et P” tels 
que U(P’) — U(P”) Ko. 

Considérons alors une suite ordonnée de points contenant p fois le 
couple (P’,P”) d’aprés les remarques précédentes, ona 

Vu(€)2p|U(P’) — U(P’) |, 
mais p désignant un nombre naturel quelconque, cette inégalité nous 
montre que V,(C) surpasse toute quantité donnée a l’avance, contrai- 
rement à l’hypothése. 


Ainsi U(P) apparait sur le continu comme une fonction de tranche, 
soit u(t) et, d’après la formule (1), on voit que 


V.(C) = borne sup» u(tj) — u(&—,) |= variation totale de u(t) dans (0,1), 
1 
€ sera donc à variation U bornée si w(t) Vest dans l'intervalle (0,1). 
En désignant par 9(¢)-une fonction de tranche, nous poserons 


[ o(t)dU = o(t) du, 


“AR va 


FRET Oe ATNER 
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de sorte que la théorie des intégrales précédentes coïncidera avec la 
théorie des intégrales de Stieljes sur le segment (0,1) de l’axe des t. 


3. Nous allons maintenant nous borner aux fonctions U(P) conti- 
nues, il en est alors de même de la fonction u(t) et, par suite, de la 
variation ¢(z) de cette fonction dans l’intervalle (0, ¢), variation qui 
est une fonction non décroissante de t; enfin, on sait aussi que, dans 
ce cas, ona 


Vu(€) = lim })| U(P:) — (Pe) |, 
1 
lorsque n augmente indéfiniment, chacune des quantités ¢;— ¢,_, 
tendant vers zéro, la suite étant une suite ordonnée. 

Au moyen de la fonction U, on peut définir une décomposition semi- 
continue et linéaire du continu € {sauf que les limites (0,1) seront 
remplacées [o, V,(C)] de la manière suivante} : 

A chaque tranche T,, nous affecterons l'indice ¢(t), l’ensemble des 
tranches pour lesquelles ¢ a une valeur constante, ensemble dont 
l’image sur l’axe des £ est un point ou un intervalle fermé, formera une 
tranche G, de notre nouvelle décomposition [o<v<V,(C)]. Cette 
nouvelle décomposition est mieux adaptée à la métrique que nous 
venons d'établir sur €. 

Soit E un ensemble de points de € (ou de tranches), nous appelle- 
rons variation V de cet ensemble, et nous désignerons par V,(E) la 
mesure, sur l’axe des v, de l’ensemble E, des points images des 
tranches &, qui contiennent au moins un point de E: 


Vo(E) = m( Eo) =f de= [Lau 


4. Soient maintenant /(P) une fonction continue de point définie 
sur C et P;(1 = 1, 2, ..., n) une suite ordonnée de points, ¢; la suite 
non décroissante des indices des tranches correspondantes, désignons 
par 7; un point quelconque appartenant à une tranche d'indice 0, 
intermédiaire entre ¢;_, et t,(4::,<0;<t;), considérons la quantité 


(2) D Sew U(P) — UPd]. 
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Lorsque n augmente indéfiniment, chacune des quantités ¢;— ¢_, 
tendant vers zéro, la limite de cette quantité, quand elle existe, sera 
appelée une intégrale curviligne étendue au continu € de AaB; nous 


la désignerons par 


(3) ff) dv Stim Y fm) [U(P) — UP). 


AB j 


Relativement à ces intégrales, nous nous proposons le problème 
suivant : 


A quelles conditions doit satis faire € pour que l'intégrale précédente 
existe quelle que soit la fonction continue f(P )? 

Quand cela aura lieu nous dirons que € est capable d’une intégrale 
dans le champ des fonctions continues. 


Tout d’abord, puisque l'indice de la tranche est une fonction 
continue de point, nous pouvons prendre pour f(P) une fonction 
continue de tranche 9(¢). 

Raisonnant alors comme précédemment, nous voyons tout d'abord 
que U(P) doit se réduire à une fonction de tranche; puis, l'intégrale 


al 
{à o(t) dU = o(t) du 


AB 


devant avoir un sens quelle que soit la fonction continue 9(t), il suit 
de là que la fonction w doit être à variation bornée d’après un résultat 
connu. Mais ce dernier résultat veut dire que € doit étre à variation U 
bornée. 

De plus, lorsque U n’est pas continue, toutes ses tranches de discon- 
tinuité ne doivent pas contenir plus d’un point, car, dans le cas 
contraire, en prenant pour /(P) une fonction non constante sur une 
telle tranche, la quantité (2) n’aurait pas de limite. 

Considérons les deux fonctions de tranche : 

m(t)= borne inf f(P), M(t) = borne sup f(P ); 
Pet; PET, 
chacune de ces fonctions de ¢ est mesurable B. Tout d’abord, chaque 
tranche étant un ensemble fermé, il existera sur chacune d'elles deux 
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points au moins P, et P’, tels que : 
m(t)=f(P,),  M(t)= (Pr), 


puisque la fonction f(P) est continue. A désignant une constante 
donnée, montrons que l’ensemble des tranches pour lesquelles 
m(t)SA[M(t)2A] est fermé; considérons pour cela une suite de 
tranches T,(n=1, 2,...) telles que m(1,)<A[M(4,)>A], tandis 
que les nombres z, tendent vers une limite ¢ et que la suite de 
points P,(P,,) associés à chaque tranche convergent vers un 
point P’(P”). En vertu de la semi-continuité de la décomposition 
de €, le point P appartient à la tranche T, et, en vertu de la continuité 
de /, on a f(P’)SA[/(P")2A], ce qui démontre notre proposition. 
En désignant par ¢(¢) la variation de U dans l'intervalle (0, #), les 


deux intégrales 
1 1 
fm, f Mae 
0 0 


existent donc; il en est donc également ainsi de l'intégrale 


1 (M(t) — m(e)]de= f o(t) dv, 
0 0 


où o(t) représente l’oscillation de /(P) sur la tranche d'indice ¢. 

L'intégrale (3) existera lorsque l’intégrale précédente sera nulle; 
par suite le continu € sera capable d'une intégrale dans le champ des 
fonctions continues lorsque l'ensemble de ses tranches qui contiennent 
plus d’un point sera à variation U nulle. 

Dans le cas général, je n’ai pu démontrer que cette condition était 
nécessaire; cependant on peut trouver autant de conditions néces- 
saires que l’on veut en prenant des fonctions /(P) particulières; dans 
l’application de la théorie, que nous ferons, nous verrons que la 
condition indiquée ci-dessus est nécessaire. 

Lorsqu’elle est réalisée, on voit que le continu € est également 
capable d’une intégrale dans le champ des fonctions continues pour la 
fonction V(P) = «(¢) (PeT,). 


Enfin, lorsque la fonction U est continue, au lieu rer sur les 
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tranches T, on peut opérer sur les tranches & que nous avons définies 
précédemment ('). 

Comme pour les intégrales de Stieljes, on peut étendre la notion 
d’intégrale aux fonctions f(P) mesurables B sur l’axe des z à condition 
que l’ensemble des tranches qui contiennent plus d’un point soit à 
variation U nulle. [Une fonction f(P) sera dite mesurable B si les 
deux fonctions m(t) et M(t) le sont. | 


5. Éléments différentiels plus généraux. — Il n’est pas question, 
pour des éléments différentiels très généraux, de donner un critère 
aussi simple que le précédent quant aux continus capables d’une 
intégrale dans le champ des fonctions continues, quoique la notion 
de variation d’un continu puisse être étendue facilement. : 

Nous examinerons seulement quelques cas particuliers. 

Remarquons tout d’abord qu’étant donnés deux éléments différen- 
tiels © et A, le deuxième positif, on a toujours, le long de €, 


few fowe 


lorsque la fonction o(t) est non négative; en particulier, si o(£) est 


? 


(1) Ce point de vue amène naturellement à la définition suivante de l'intégrale de 
Stieljes 


1 
f fae, 


ou # est une fonction non décroissante et continue de ¢ : sur l’axe des ¢ introduisons les 
tranches G, et désignons par p(v) une fonction multiforme de #, mais uniforme presque 
partout, qui prend au point # toutes les valeurs f(¢) sur la tranche &,, on peut poser 


1 # (1) 
d = , 
Lio [7 et, 


la deuxième intégrale étant prise au sens de Lebesgue, l’ensemble des points où p(v) 
n’est pas uniforme ayant été négligé. 

Cette définition met en relicf la différence ontre la mesurabilité ¢ et la mesurabilité ¢ 
d’une fonction f(t). On voit que l'on peut étendre cette définition aux fonctions f(t) 
multiformes, mais presque partout uniformes # (c’est-à-dire sauf sur un ensemble de 
variation nulle) ou à celles définies seulement presque partout ¢. 


+ Le 
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l’oscillation d’une fonction f(P) sur la tranche d’indice t, le continu C 
sera capable d’une intégrale pour l’élément 6, s’il l’est pour A. 
Ainsi l'élément différentiel 
ô—A(P)dU, 


où A(P) désigne une fonction de point continue sur € sera capable 
d’une intégrale pour à s’il l’est pour | dU|; on voit aussi qu’il est suffi- 
sant qu'il le soit seulement pour dU. Cette dernière condition est 
aussi nécessaire si A(P) ne change pas de signe et si, de plus, | A(P)| a 
une borne inférieure positive. 

Pour un élément différentiel de la forme 


k 
DAMP) dy, 
j= 
où les fonctions A;(P) sont continues, € sera capable d’une intégrale 
s’il est pour les éléments dU,. 
Le continu € sera dit à variation bornée suivant cet élément si 


s Savane (P) — U,(Pi)] 


Nit 
a une borne supérieure finie lorsque n augmente indéfiniment, les 
conditions et les notations étant les mémes que précédemment. 
Pour l'élément y|dUdV |, la variation sera définie de même par 


= 2 


J 


et l'inégalité précédente montre que € sera capable d’une intégrale 
pour cet élément, s’il l’est pour |dU | et pour [dV]. 


6. Nous ne multiplierons pas ces remarques, nous terminerons en 
traitant complètement un cas important ‘Eu qu'il contient les 
éléments différentiels de la longueur. 

2 
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Soit o(a,, @, ..., x) une fonction convexe, positivement homo- 
gène, de degré un, par rapport aux variables x; c'est-à-dire que : 


p(0,0,..1,0)— 0; : 
Q( Hy, is; Bk) > 0 pour (2,22, .-.,%r) (0,0, ...,0); 
(hax, hae, ..., hap) =|h|9( 2, Le, --., 2k); 
Q(z Vas Lat Joy see LEE KE) LP (Lr, Loy oo ey Lk) + (Var Hey ses PR): 


Dans l’espace d’ordre #, l’inégalité 
Q(x, Dey +++, Lk) SI 


représente un corps convexe ayant l'origine comme point intérieur. 
Soient maintenant U,, U2, ..., U;, & fonctions continues définies 
sur un continu irréductible €, considérons l’élément différentiel 


p(dU)= 9(dU,, dU,, eee) dUx), 


que nous appellerons élément différentiel de Minkowski ('). 

Je dis que, pour qu’un continu € soit capable, relativement à 9, 
d’une intégrale dans le champ des fonctions continues, il est nécessaire 
et suffisant que © possède la même propriété relativement aux 
éléments | dU, |, |dU.|, ..., |dU,|. 

D’après nos hypothèses, il existe, en effet, deux constantes m et M 


telles que 
(4) m\/dU? + dUi+...+ dU}, 


< @[dU,, dUg, ..., dUx] $M dU? + dU? +...4+ dU?; 


de là suit que € sera capable d’une intégrale relativement 9, s’il l’est 
pour l’élément, 
VdU?+ dU?+...+ dU}; 


or, on a, pour ce dernier élément. 


| dU, |, | dU,!, ..., |dUx|$/dU? + dUz+...+ dU} 
$|dU,|+ | dU,|+...+] ay], 


et cette double inégalité démontre notre résultat. 


(1) A cause de la métrique que cet élément fournit dans Pespace.(Ui, ..., Ux), 
métrique qui a été définie par Minkowski. 
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En particulier, pour que € soit à variation V,(C) bornée, avec 


na 


V = lim i 
(€) Fa 2gluiPo U(P:)], 


les notations étant les mêmes que précédemment, il est nécessaire et 
suffisant que € soit à variation U; bornée (j— 1, 2, ..., 4): c’est la 
traduction abstraite du théorème de Jordan relatif aux courbes 
rectifiables. | 

Plus généralement, considérons un élément différentiel de la forme 


o(P; 20, dU:,..7, dÜr), 


qui, lorsque P est fixe, se réduit à un élément différentiel de 
Minkowski; supposons que cet élément soit continu par rapport à 
toutes les variables; P, dU,, dU,, ..., dU,, et que l’on puisse trouver 
un nombre m tel que 


9(P; dU;)2mydUi + dUi+...4 dui, 


alors, en vertu de nos hypothéses, un nombre M peut étre déterminé 
de sorte qu’ait lieu la double inégalité (4) et la conclusion est la 
méme que précédemment. 

Comme exemple d'un tel élément, j’indiquerat le suivant : 


VA(P) dU? + 2B(P) dU, dU,+ C(P) aU?, 


ou les fonctions continues A, B, C doivent satisfaire 4 des conditions 
bien évidentes. 

Enfin, on peut abstraire encore la notion d'élément différentiel de 
Minkowski comme il suit : supposons qu’à chaque point E de l’espace 
où est plongé €, nous fassions correspondre un point p d’un espace 
vectoriel normé e de façon que la correspondance soit continue ('); 
soit |p| la norme de p, nous pouvons nous proposer le même problème 
que précédemment pour l'intégrale curviligne définie comme il suit : 


[FP ap |= lim YF) |p ET 
€ 2 Dites 


où p; désigne l’image du point P;. 


(*) Il suffit même que la correspondance soit définie et continue sur (€). 
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Pour que € soit capable d'une intégrale, il est nécessaire qu'il soit 
à variation e bornée, ce nombre étant défini par 


V.(e)= lim [pipes > 


suivant les mêmes notations que celles déjà employées. 

On voit, comme précédemment, que, pour que € soit à variation € 
bornée, il faut que tous les points d’une même tranche de € aient la 
mème image; en particulier si la correspondance entre E et e est biuni- 
voque et bicontinue, € doit ètre un arc de Jordan. 


7. Généralisations de la notion de variation U à un ensemble. — La 
variation U d’un continu peut être définie d’autres façons, ou plutôt, 
on peut donner à cette définition une forme différente qui permettra 
de généraliser les conceptions précédentes à des ensembles plus géné- 
raux que les continus et nous montrera la voie vers une théorie des 
intégrales de surfaces. 

Rappelons que, pour qu'un continu € soit à variation U bornée, il 
faut que U(P) soit une fonction de tranche U(#)(o<t<1) et alors la 
variation de € n’est autre que la variation de la fonction U(t) dans 
l'intervalle (o£t£1). Pour calculer cette variation, on peut employer 
l’un des deux procédés suivants, lorsque U(P) est continue. 


1° Procédé ordinaire. — Nous divisons l'intervalle (0,1) de l’axe 
des ¢ en invervalles partiels (¢_,, ¢;) et, dans chacun d’eux, nous consi- 
dérons l’oscillation de la fonction U soit w;, puis nous formons la 


somme 
a 
Yo. 
1 


Par passage à la limite nous avons la quantité que nous cherchons. 
Observons que la quantité w; est la mesure de l’ensemble des valeurs 


de U qui correspondent à l’ensemble des tranches dont les indices 
sont compris entre ¢;_, et ¢;. 


2° Procédé de Banach ('). — A chaque valeur de U faisons corres- 


a no pr 


(1) S. Banacn, Sur les lignes rectifiables et les surfaces dont l'aire est finie (Fund. 


z 
> 
£ 

+ 
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pondre le nombre N,(U) défini de la façon suivante : N.(U) est égal au 
nombre des tranches sur lesquelles U(t) prend la valeur U si ce 


nombre est borné, et à l’infini dans le cas contraire: on a, d’après 
M. Banach, 


HN Vute)= f° Ne(U)au. 


De là, tout d’abord, deux procédés pour généraliser la notion de 
variation U à un ensemble E qui n’est plus forcément un continu irré- 
ductible. 


1° Supposons que, quel que soit n, on puisse diviser E en n ensembles 
disjoints E/"(c=1, 2, ...,n) tels que le diamètre de chacun des FE!” 
tende vers zéro lorsque n augmente indéfiniment et tels de plus e!” 
désignant l’ensemble des valeurs U correspondant à E/”, l’ensemble e!" 
de l’axe des U soit mesurable; si l'expression 


n 
. ( \ 
lim os m(e!") 
1 


n> © 


a un sens, quelle que soit la méthode choisie pour la division, pourvu 
que les conventions précédentes soient respectées, nous appellerons 
la limite précédente la variation U de E[ V,(E)}. 

L'intégrale, au sens de Riemann, 


fræravi 
E 


se définira de même comme la limite, lorsqu'elle existe, de la somme 
na 
DSS (af?) mez”), 
1 


où x” désigne un point de l’ensemble E;”. L’intégrale au sens de 
Lebesgue se définirait d’une facon analogue. 


Math., t. 7, 1925, p. 225-236). Nous aurons plus tard l'occasion de remarquer que la 
généralisation d’un procédé, donné par Minkowski à propos de la longueur, donne le pro- 
cédé de M. Banach. 


2 # 
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2° Par le procédé de Banach, a chaque valeur de U, nous ferons cor- 
respondre le nombre N,(U) des points de E où U(P) prend la valeur U 
et nous définirons V,(E) par l’intégrale de Lebesgue 


(6) V(E)= f Ne (U) aU, 


lorsque cette intégrale existe. Ainsi un continu € n’est à variation 
bornée suivant l’une ou l’autre des définitions précédentes que s’il 
l'est suivant la définition exposée au début et si, de plus, l’ensemble 
de ses tranches qui comprennent plus d’un point est à variation U nulle; 
c’est-à-dire lorsqu'il est capable d’une intégrale dans le champ des 
fonctions continues. | 

Ensuite l'intégrale 


{seria 


sera définie de la façon suivante : à chaque valeur de U pour laquelle 
ily an points P;(¢=1, 2,...,n) de Etels que U(P;) = U, nous ferons 
correspondre la fonction 


F(U) =F (Pi), 


si le nombre des points de E pour lesquels U(P) =U n’est pas fini, 
nous ne définirons pas F(U); nous poserons alors, puisque F(U) est 
définie presque partout, 


(7) fr@a0j=f F(U) aU, 
E _— » 


lorsque la dernière intégrale a un sens. 
Comme on le voit, il semble difficile de donner, pour l'un ou l’autre 
de ces procédés, une définition de l'intégrale 


fsa, 


car l’ordre des points n’a pas été introduit et toute définition de l’ordre 
qui ne procéderait pas suivant les tranches semble dénuée d'intérêt. 
Pour les intégrales qui proviennent d’éléments différentiels plus 


er QE Eh SE, PE ee 
d Ve TEEN 
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généraux, on peut, dans certains cas, adapter les généralisations précé- 
dentes à ces éléments, tel est par exemple le cas des éléments de Min- 
kowski. Indiquons comment on peut le faire pour l'élément (aU? + dV?. 
Comme précédemment, décomposons E suivant les ensembles E!” et 


_ soient e;” et f;" les ensembles des valeurs de U et de V qui corres- 


é 
pondent à E?”; pour g;""(«) les ensembles des valeurs U cosa + V sina; 
nous définirons, par exemple, la variation de E suivant l’élément dif- 


férentiel précédent par l’une ou l’autre des expressions suivantes : 


nr 
tim Vn OP TS OTP 
n> ; 

4 


n 
lim D2 borne sup m| 9°""(c)], 
Artie o<acn : 


T 
I . 
ai Ve(U cosa + V sina) da, 
0 
en supposant comme toujours que ces quantités ont un sens. 


8. Intégrales de surfaces. — Pour transposer les considérations 
précédentes aux intégrales de surface, considérons deux fonctions 
U(P) et V(P) continues définies sur un ensemble E. A chaque point P 
de E nous ferons correspondre le point du plan des UV : 


U—U(P), . V—V(P). 


Les considérations précédentes nous permettent alors de donner deux 
définitions de la variation (U, V) de E : 


1° Comme précédemment, divisons E en x morceaux E;”, dont le 
diamètre tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment et, pour 
chaque morceau, considérons son image e;" dans le plan des UV, 
formons la somme des mesures de chacun de ces ensembles (en sup- 
posant que chacun des e;” soit mesurable) : 


n 


De), 


4 


Ann. Ec. Norm., (3), LE — Fasc. 1. 
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la limite de cette quantité, quand n augmente indéfiniment, sera, par 
définition, la variation (U, V) de E: Vy, (E)- 


2° Chaque point du plan des U, V étant l’image de N,(U, V) points 
de E, nous poserons : 


(8) Vorb) =f fe Ne(U, V) dU dV. 

L'intégrale 

| [peau ay 
E 


pourra étre définie comme Ia limite de 


n 
Si ni”) m(e) (nr? eB” ), 
1 


soit par 


(9) euel F(U, V) dU dV 


avec 
Ne(U, V) 


ED M =D LED lU(P) = Nev (Poe dl, 
lorsque N,(U, V) est fini (‘). 
Quant à l’intégrale [sea dV, nous n’arriverons à la définir que 
E 


dans le cas particulier classique où nous appliquerons les résultats 
établis ici. 

Des travaux de M. Banach, il résulte que les deux définitions précé- 
dentes de la variation coincident lorsque E est une surface de Jordan 
homéomorphe à un carré. Considérons une telle surface homéomorphe 


au carré 
o<u<1, o<p<I 


du plan des uv; les deux fonctions U et V, lorsqu'elles sont continues, 


(AS ES Rs ne ne De Ge rente et ei munie nn nn ue ns 


(1) On peut également passer à des éléments différentiels plus généraux que le produit 
dUdV; ainsi, on peut démontrer un résu'tat analogue à celui exposé au n° 6 et relatif 
aux éléments différentiels de Minkowski. 


SUR LES INTÉGRALES CURVILIGNES. 19 


| ~ deviennent alors des fonctions continues de wu et de ¢, et M. Banach 
appelle correspondance à variation bornée 


U=U(u, ¢), V=V(u, +) 


tout couple de fonctions continues qui satisfont à l’une ou l’autre des 
conditions ci-dessus : ainsi, pour qu’une surface soit à variation UV 
bornée, il faut et il suffit que la correspondance précédente soit à 
variation bornée ('). 


CHAPITRE I. 


APPLICATIONS AUX. INTEGRALES CLASSIQUES. 


9. Des définitions et des résultats précédents, nous allons faire 
l'application aux intégrales curvilignes les plus simples que l’on ren- 
contre dans le caleul intégral ainsi qu’aux intégrales de surfaces clas- 
siques. Nous obtiendrons de nouvelles extensions des formules de 
Green dans Je plan et dans l’espace; la limite d’application se trouvant 
fixée par les énoncés. 

Considérons un continu irréductible C entre deux points A et B de 
l’espace euclidien ordinaire à trois dimensions où trois axes de coor- 
données Oxys ont été tracés. Pour simplifier le langage, nous suppo- 
serons que ces trois axes sont rectangulaires, mais cela n’a rien 
d’essentiel comme on s’en rendra compte immédiatement. 


(1) Remarque sur les correspondances à variation bornée. — Ces correspondances 
peuvent être caractérisées, comme les fonctions à variation bornée d’une variable par le 
fait suivant : 

Pour qu’un couple de fonctions 


U = Ua; °), V=Vtu,v) 


définies et continues dans le carré (oS wS1, o<v<r), soit tel que l'intégrale 


[ru e)| dU dv | 
o Yo 


ait un sens quelle que soit la fonction continue f, il faut ct il suffit que le couple préeé- 
dent forme une correspondance à variation bornée. 
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Comme fonction U(P) nous prendrons la fonction continue 


Ute jo, 
où x désigne l’abscisse du point P. : 

Nous n’avons rien à ajouter à ce que nous avons dit précédemment 
au sujet de la variation de €; cependant nous voyons apparaître le 
caractère géométrique des considérations que nous venons de faire. 
Soient, en effet, comme auparavant, P,— A, P,, P., ..., P,—B une 
suite ordonnée de points du continu, 2; l’abscisse du point P;, nous 
sommes amenés à la considération de la somme 


n 
ÿ5 | Li Li I, 
1 


dont chaque élément est la projection sur l’axe des x du côté P;_, P; du 
polygone P,, P,, ..., P, inscrit dans €; ainsi : 

La variation x du continu € est la limite vers laquelle tend la 
somme des projections des côtés d’une ligne polygonale inscrite 
dans € lorsque le nombre des côtés de ce polygone augmente indéfi- 
niment, chacun d’eux tendant vers zéro. 

Une ligne polygonale est inscrite dans € lorsque ses sommets, pris 
dans l’ordre où ils se rencontrent en la parcourant, forment une suite 
ordonnée; l'indice d’une tranche étant une fonction continue de point 
sur le continu, nous avons remplacé dans la définition précédente la 
condition que la différence des indices des tranches de deux points 
- consécutifs du polygone tende vers zéro par la condition que chacun 
des côtés du polygone tende vers zéro. 

Dans le cas où € est un arc simple, ou plus généralement lorsque € 
désigne un continu de Jordan, pouvant avoir des points multiples, la 
quantité V,(€) est susceptible d’une autre définition, analogue à celle 
de M. Lebesgue pour la longueur, et qui se justifie de la même façon. 

La quantité V..(C) est la plus petite limite de toutes les plus petites 
limites vers lesquelles tendent les variations x d'une suite de lignes poly- 
gonales qui tendent vers €. 

Pour qu’un continu irréductible € soit à variation a bornée, il est 
nécessaire que Chacune de ses tranches qui contient plus d’un point 


SUR LES INTEGRALES CURVILIGNES. 21 


soit située dans un plan perpendiculaire à Ox; désignant alors par 
x(t)(oStS1) l’abscisse de la tranche d’indice ¢, il est nécessaire et 
suffisant que la fonction æ(+#) soit à variation bornée et alors V,(€) est 

la variation totale de x(¢) dans (0,1); par suite 


vx(e)2 f [2(t) ae, 


le signe d’égalité n’ayant lieu que si la fonction x est absolument 
continue. 

Désignons alors par + la variation de l'ensemble des tranches dont 
l’indice est compris entre zéro et ¢[on a: oS ¢<V,(C)], à cause de la 
continuité de », on peut parler de la tranche T, au lieu de parler de la 
tranche T,. La décomposition de € en tranches T, est semi-continue 
et linéaire, mais une tranche T, peut se composer d’un ensemble de 
tranches T, dont les indices comprennent tout un intervalle de l’axe 
des t. 

Cette décomposition définit sur C une métrique et l’on peut alors 
parler d’un ensemble mesurable x de tranches (T, ou T.) et de la varia- 
tion x d’un tel ensemble. 

Les mêmes définitions s'appliquent à un ensemble de points de € 


‘si, à ce point de vue, on convient d'identifier l'ensemble de points avec 


l’ensemble des tranches qui le supportent; ainsi la variation x de la 
somme de deux ensembles disjoints peut être inférieure à la somme 
des variations de chacun des deux .ensembles; cet inconvénient dis- 
parait, comme on le verra, lorsque le continu est capable d’une inté- 
grale. 


10. Nous avons vu, dans le chapitre précédent, que, pour que € 
soit capable d’une intégrale dans le champ des fonctions continues, il 
fallait qu'il fût à variation bornée, montrons à présent que la condition 
nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est que l’ensemble de 
ses tranches qui contiennent plus d’un point soit à variation x nulle. 

Si nous montrons que les tranches qui contiennent plus d’un point 
sont, à l'exception peut-être d’un ensemble de tranches de variation x 
nulle, des segments de droite parallèles au plan des zy, le résultat 
sera acquis, car la même démonstration conduira à une proposition 
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semblable relativement au plan ws et la combinaison de celle-ci et de 
la précédente exprime précisément ce que nous voulans démontrer. 
Considérons donc la fonction continue de point | 


JP)=—3, 


et supposons que l’ensemble E des tranches sur lesquelles 3 n’est pas 
constant soit de variation positive, c’est-à-dire que l’ensemble des 
tranches qui ne se réduisent pas à un segment de droite parallèle au 
plan zy soit de variation x positive, nous allons voir que l'intégrale 


f= dx 
és 
n’a pas de sens. 


Pour cela remarquons d’abord qu’en désignant par e un nombre 
positif quelconque, l’ensemble des tranches sur lesquelles l’oscillation 
de z n’est pas inférieure à ¢ est fermé et, par suite, mesurable x. Soient 
alors £,, €, ...,€., ... une suite de nombres positifs décroissants et 
qui tendent vers zéro lorsque v augmente indéfiniment, E, l’ensemble 
des tranches sur lesquelles l’oscillation de 3 n’est pas inférieure à ¢,, 


on a évidemment : 
B—=hmE,. 


V> x 


l’ensemble E est done mesurable x et, quant aux variations, on a 
V.{E) = lim V.(E,). 
V> 


D'après notre hypothèse, V,.(E) est positif, il en est donc de même de 
V..(E,) à partir d'une certaine valeur de v; désignons par # une valeur 
de y telle que V.(E,) soit positif. 

Cela posé, soit P;({—1,2,...,n) une suite ordonnée de points 
de €, 1; les indices des tranches correspondantes, posons : 

1° Lorsque æ(P;)—æ(P; ,)20, 


M;= borne sup f(P)— 


> nr 
m;= borne inf PIE \ PET: (te1St<t); 


2° Lorsque æ(P;)—æx(P;,)<o, 


M;= borne inf f(P)=— 3: 


m;= borne sup f(P)= = 


PET, (ti <t<t); 
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de sorte que le produit 
Mi mi)[2(P:) — x(Pi-s)] 
n’est jamais négatif, 


Considérons les deux sommes 
S= D Mi2(P1) — 2(Pa)], 
1 


n 


ey mi| 2(Bi) — x(P_,)], 


pour que [de il faut que ces deux sommes tendent vers une limite 
[a 


commune lorsque n augmente indéfiniment, chacune des quantités 
t; — t,_, tendant vers zéro. Or on a 


S—s—Ÿ (Mi m)[x(Pi) —z(Prs)]2e2/|& (Pi) — (Pi), 
ET 
où l’accent de la dernière somme indique que l’on a conservé seule- 
ment les intervalles (¢_,, ¢;) qui contiennent au moins une tranche 
appartenant a Ky. 
Or il est trés facile de montrer que, sous les conditions précédentes, 
ona 


lim 3’ | 2(P,) — 2(¥:-,) |= Ve(Ex): 
et il suit de l’inégalité précédente 


lim (S — s)2 €4Vr( Ex). 


Les deux sommes S et s ne sauraient donc avoir une limite commune, 
la fonction = n’est donc pas intégrable, contrairement à l’hypothèse 
admise sur €. 

Nous arrivons ainsi à une contradiction qui démontre notre asser- 
tion. 


11. Ajoutons un exemple de continu à variation æ bornée et qui 
n’est pas capable d’une intégrale. Ce continu est situé dans le 


> J. FAVARD. 


plan zy, il est irréductible entre les deux points d’abscisses o et 1 de 
l'axe Oz et il admet comme continus de condensation des segments 
de longueür 2 parallèles à Oy et centrés sur Oz; les centres de ces 
segments formant un ensemble fermé sans point intérieur et de 
mesure positive; dans le complémentaire de cet ensemble le con- 
tinu est la courbe représentative d’une fonction y= f(x) définie et 
continue dans chacun des intervalles contigus à l’ensemble fermé 
précédent, fonction choisie de façon à réaliser les conditions précé- 
dentes. La variation æ d’un tel continu est 1, mais il est de mesure 
superficielle positive et la fonction y n’est pas intégrable sur lui. 


12. Variation d'un continu d'après M. Banach. — J’ai déjà expliqué 
ce qu’il faut entendre par là dans le cas général; nous allons, dans le 
cas présent, légitimer la définition donnée en l'adaptant à notre objet. 

Pour éviter les longueurs, nous bornerons les considérations aux 
continus € à variation bornée suivant la définition précédente. Pour 
un tel continu représentons par ne(x) le nombre de ses tranches 
d’abscisse x, nous allons voir que la fonction ne(a) est sommable et 


que l’ona 
—+ © 
V.(€) sa fi ne(x) dx. 


C 


Inscrivons dans un polygone ayant pour sommets une suite 
ordonnée de 2” points, p désignant un entier positif; ces points étant 
situés sur des tranches d'indice 1, de façon que la variation ¢(t,) du 
continu formé par les tranches (0, ¢,) ait pour variation 


V:(€) 
oP 


k 


(Ft, are). 


Définissons alors une fonction n,(2) de la façon suivante : elle sera 
égale au nombre des côtés du polygone qui traversent le plan d'abs- 
cisse x augmenté du nombre des côtés de ce polygone qui ont leur 
extrémité d'indice le plus élevé dans ce plan; on a évidemment 


ny (L)SNe(x). 


Les fonctions n,(x) sont sommables et croissent avec l'indice, 
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lo 
Or 


donc : ou bien leur limite n(x) est sommable, ou bien la suite de 
nombres 
+ oo 
hi n)(x) dx 


augmente indéfiniment. Or ce dernier cas ne se présente pas puisque 
la limite de la quantité précédente est la variation x de €, finie par 
hypothèse; donc 


(10) Va(C)= f  nta)dr 
et ‘4 
n(x)<ne(x). 


D'autre part, si l’on a ne(x)2m et si les tranches correspon- 
dantes T,, T,, ..., T,, sont telles que 


PC) (ts) <...< (tm), 
on peut choisir p tel que 
5 <min[o(te)—e(tea)] (k=), m), 


et il viendra alors n,(x)2mz; si les tranches correspondantes sont 
telles que l’un des nombre ¢(¢,) est égal à (4: ,), alors toutes les 
tranches dont l’indice est compris entre ¢,_, et ¢, ont la même abs- 
cisse, de sorte que rc(x) = et que cette éventualité se produit pour 
une infinité dénombrable de valeurs de x au plus. 

En définitive on a donc, par passage 4 la limite, 


n(x)2Nne(x), 


sauf peut-étre pour un ensemble au plus dénombrable de valeurs 


de x. 
Mais l'inégalité contraire a déjà été obtenue, de sorte que 


n(x)—ne(x), 
sauf peut-être pour un ensemble au plus dénombrable de valeurs 


de x. 
_ Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fasc. t. 4 
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La fonction ne(æ) est done sommable et l’on a bien, d’après (10), 
Ve ef ne(xr) dx. 


Soit & un ensemble de tranches de @, désignons par n«(æx) le 
nombre des tranches de cet ensemble qui ont æ pour abscisse, on a 


(11) v.(8=f ng(x) dx, 


pourvu que & soit mesurable æ. Cette égalité se démontre en effet 
facilement pour les ensembles ouverts et pour les ensembles fermés, 
de la on passe au cas général. 

Considérons à présent le continu € comme un ensemble de points 
et soit Ne(x) le nombre des points du continu dont l’abscisse est a, 


on a évidemment 
Ne(z)2ne(x), 


et l'inégalité a lieu seulement dans le cas où il y a une tranche au 
moins d’abscisse x et contenant plus d’un point, auquel cas on 
a Ne(æ) =. 

Les considérations du numéro précédent prouvent d’autre part (si 
l’on y remplace les mots : l’ensemble des tranches sur lesquelles 
oscillation de 3 n’est pas inférieure à <, par les mots : l’ensemble 
des tranches dont le diamètre n’est pas inférieur à €) que l’en- 
semble & des tranches qui contiennent plus d’un point est la limite 
d’une suite d’ensembles fermés, il est donc mesurable x. 

Par suite l'inégalité 

+= 
ACE € Ne(x) dx 
a lieu seulement dans le cas où l’ensemble & est de variation nulle, 
c'est-à-dire lorsque € est capable d’une intégrale; si cela n’est pas, 
l'intégrale précédente est infinie. 


13. Variation d'un continu d'après Minkowski. — A la définition 
de Ja variation que nous allons exposer à présent, nous attachons le 
nom de Minkowski parce qu’elle se rattache facilement aux défini- 


_… 
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tions de la longueur et de l’aire données par cet illustre auteur Gi 

Reprenons un continu € irréductible entre deux points et de 
chacun de ses points, comme centre décrivons un cercle de rayon 0 
donné (*) et dont le plan est perpendiculaire a l’axe des x. Soit (€) 
la mesure de l’ensemble fermé €, des points appartenant à l’un des 
cercles au moins; nous appellerons variation x inférieure et supé- 
rieure de €, au sens de Minkowski, les quantités 


VO (€) — lim £249), Vie) — Him (0). 
ii po PP p>o TP° 

Lorsque le continu est plan, au lieu de cercles on peut prendre des 
segments de droites de longueur 2¢ perpendiculaires à Ox et centrés 
en chaque point de €; désignant par s,(C) la mesure de l’ensemble 
plan fermé composé des points qui font partie d’un de ces segments 
au moins, on peut poser 
se(C) 


NET Lam > Ve) — Tim (©), 
EI 20 p>0 2p 


Un continu sera dit à variation x bornée au sens de Minkowski 


lorsque 
Ve) SVC) = VAE) —- (<2), 


De ces définitions il suit qu’un continu plan a variation x bornée 
est d’aire nulle, il peut donc servir a limiter un domaine quarrable. 
Dans le cas général, il est d’abord évident que l’on a 


»,(€)2 mp°D, 


en désignant par D la largeur du continu suivant la direction de plan 
perpendiculaire à Ox; de là 


van(ey>D. 


Pour comparer la définition de Minkowski aux précédentes, remar- 


(4) H. Minxowsa1, Ueber die Begriffe Lange, Oberfläche und Volumen (I¥erke, t. 2, 
p. 122-127). 

(2) Cela n’est pas naturel mais cela est simple. Au lieu d'un cerele on peut prendre un 
domaine fermé quarrable. 


3 
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quons d’abord que, pour qu’un continu soit à variation inférieure 
bornée, il est nécessaire que chacune de ses tranches qui contiennent 
plus d’un point soit dans un plan perpendiculaire à Ox. Dans le cas 
contraire, en effet, le continu admettrait un continu limite ¢ (') de 
largeur d positive et alors on pourrait trouver dans € une suite de 
continus c; (t=1, 2, ...) tels que 


CiCr= O si ise k; cic = 0; lim c;— (or 


et dont la largeur surpasserait 2 
2 


Or puisque € contient les continus disjoints c;, on aura, quel que 
soit n donné, pourvu que p soit suffisamment petit, 


n 


e¢(€)2 >) #,(ci) 2 mmo" £, 


i=1 


de là, en faisant tendre o vers zéro, 


v(e)> 25, 


n désignant un nombre positif quelconque, cela veut dire que € n’est 
pas à variation bornée. 

Cela étant, divisons l'intervalle (0,1) image de € sur l’axe des t 
en n intervalles partiels au moyen des n +1 points t; 


(lin <3 = 0, tn —=1) 


et considérons l’ensemble des tranches T, telles que (t:,<t<t;); cet 
ensemble constitue, lorsque toute tranche de € contenant plus d’un 
point est située dans un plan perpendiculaire à Oz, un continu €; 


et l’on a, pourvu que ¢ soit suffisamment petit, 


n 
r,(€) =>, Ve (C;) — €. 


= 


(1) Cette notion est: due à M. Zarankiewiez, Sur les points de division dans les 
ensembles connexes (Fund. Math., t. 9, 1927, p. 124-171). 
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D 
Oo 


De la 


nh 


Ve) = VMC) Ye mi |, 


t=] et | 
en désignant par x; l’abscisse de la tranche d'indice 1: 
De l'inégalité précédente on déduit 


(12) VM(C)2lim Sri xi |= Ve(€). 


= 


Pour obtenir une autre inégalité de comparaison, remarquons 


d’abord que si l’ensemble & des tranches de € qui contiennent plus 


d’un point est de variation positive, on peut trouver un nombre « tel 
que l’ensemble fermé des tranches dont le diamètre n’est pas infé- 
rieur à € est de variation æ positive ('); cet ensemble a pour projec- 
tion sur Ox un ensemble e fermé de mesure positive, comme il ressort 
des considérations du paragraphe précédent. 

La section de l’ensemble €, par un plan dont la trace sur Ow fait 
partie de e a d’autre part une section supérieure à 29e; on a donc 


v(C)22pem(e), 


c’est-à-dire que la variation de € au sens de Minkowski est infinie. 

Ep maintenant que 6 soit à variation æ nulle, c’est-à-dire 
que € soit Fapalle d’une intégrale dans le champ des fonctions conti- 
nues, On a vu qu’on avait re 


+x 
VC} ale Ne(x) dx. 


Mais, dans un plan perpendiculaire à Ox et pour lequel Ne(x) est 
fini, c’est-à-dire pour presque toutes les valeurs de x, la section de €, 
par ce plan a une aire non supérieure à rp°Ne(æ); de là, en Aire 
quant le théorème relatif à la réduction des intégrales 


—+ co 
vole) Smet f Ne(x) dz, 


(1) Il suffit de reprendre le raisonnement du n° 10. 
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c’est-a-dire 
Vo (€) 


Pa Vale) 


d’où, en faisant tendre ¢ vers zéro, 
Va (C)SVu(C). 


En comparant cette inégalité avec celle obtenue précédemment (12), 


nous en tirons - | 
Vm (e)= V.(C). 


Chaque fois que V"(C) existe, cette quantité est donc égale a V,.(C) 
et ce cas se présente seulement lorsque le continu € est capable 
d’une intégrale dans le champ des fonctions continues. 


14. Variation x d'un ensemble de points. — Soit E un ensemble de 
points, nous avons déjà indiqué dans le premier Chapitre, quelles 
voies s’offraient à nous pour définir la variation a de cet ensemble; 
quoiqu’une voie nouvelle, celle de Minkowski, vienne encore s’ou- 
vrir, nous n’étudierons pas les conséquences des différentes défini- 
tions que nous venons de poser ni les propriétés qui en résultent pour 
les ensembles mesurables x suivant ces définitions. 

Une telle étude n’est en effet susceptible de son plein épanouissement 
que dans le cadre de la théorie de la mesure de Carathéodory (') et, 
d'ailleurs, elle ferait double emploi avec celle, très complète, élaborée 
par M. Schauder (*) dans sa Thèse à propos de l’aire des surfaces : les 
résultats obtenus par M. Schauder, dans le premier Chapitre de son 
travail, sont en effet tous valables pour la variation æ après quelques 
modifications évidentes d’énoncé. Une conséquence immédiate d’un 
résultat de l’auteur est que la variation x de Eau sens de M. Banach 
est la plus petite de toutes les fonctionnelles qui satisfont aux condi- 
tions de Carathéodory et qui ne sont pas inférieures à la mesure supé- 


(1) CaRATHÉODORY, /orlesungen über reelle Funktionen, p. 246-258. 

(2) J.P. Scnauper, The theory of surface meusure (Fund. Math. t. 8. p- 1-48). I 
siffit, pour traduire les résultats de cet auteur dans notre langage, de changer les mots 
« mesurable D» par « mesurable a2», suivant telle où telle définition, et de considérer 
scilement es projections d'un ensemble sur Vaxe des .r. 
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rieure de la projection de E sur Ox; à ce titre cette fonctionnelle 
mérite une attention particuliére. 


15. Nous allons reprendre, en vue d’une application, la théorie de 
l'intégrale sur un continu € irréductible entre deux points A et B et 
capable d’une intégrale dans le champ des fonctions continues. 

Une fonction de point /(P) sera dite mesurable x sur € si l’en- 
semble des points P tels que /(P) > A (ou >, ou <, ou <) est mesu- 
rable x quelle que soit la constante A; /(P) étant supposée bornée on 


définira alors l’intégrale de Lebesgue : [S(®)| dx et de là on pas- 
e 


sera, par le procédé habituel, a la définition des fonctions sommables 
sur €, et l’on étendra la notion d’intégrale. 
Par définition nous poserons 


fs@Prldel=f sata [ride 


- D’après la formule (11) qui nous donne la mesure x d’un ensemble 
de tranches, on a d’ailleurs pour cette intégrale 


(13) fs@riai=f— 


la sommation étant étendue à tous les points P qui ont x pour abs- 
cisse, si le nombre de ces points est fini. 
Venons maintenant à la définition de l'intégrale 


ya HP) de, 


abs P=. 


J(P) dx 


pour les fonctions /(P) sommables sur €, c'est-à-dire telles que 
l'intégrale 

Jiræidel 

€ 


ait un sens. Si nous appelons, comme auparavant ¢(t) la variation de 

l’ensemble des tranches dont les indices sont compris entre o et 1, la 

fonction ¢(¢) étant continue, on voit de suite qu’en repérant la 
3% 
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tranche t au moyen du nombre ¢(2), l’abscisse a(¢) d’une tranche est 
une fonction absolument continue de ¢, d’aprés la définition méme de 
la variation. On a done 


Ae eae 
vley= fo" |a")lav, 
0 


la fonction æ’(v) est donc définie presque partout et égale à +1. 
Pour un point P du continu, nous appellerons signe du point (sgnP) 
la quantité 


sgnP —x"(v), 


lorsque la tranche à laquelle appartient P n’a qu’un seul point et 
si z'(v) existe; ailleurs nous ne définirons pas 2’(¢); mais ce que 
nous venons de dire suffit pour définir 


faz= fat) de= [sen | ax | 
E E E 


pour un ensemble E de points de € mesurable x. 
Cela étant, et pour une fonction f(æ) sommable x, nous poserons 


2 V. (€) 
Pro [rene |ael= f f(P(v)]2"(v) de. 


En vertu de la formule (13) nous avons aussi 


(14) fra ft D RARES 
AB _— © 


absP—x 


16. Remarquons à présent que si l’on considère un continu irré- 
ductible AB à variation x bornée un point C lui appartenant, les deux 
continus irréductibles AC et CB n’ont de points communs que sur la 
tranche de AB contenant C; inversement d’ailleurs si deux continus 
irréductibles AC et BC à variation x bornée n’ont d’autres points com- 
muns que ceux des tranches qui contiennent C, leur somme est un 
continu irréductible AB à variation a bornée. 

Soient maintenant dans un plan deux axes de coordonnées rectan- 
gulaires Ow et Oy et deux continus irréductibles entre deux points A 
et B: (AB), et (AB), tous les deux à variation x bornée et capables 
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d'une intégrale; supposons qu'ils n’aient pas de point commun en 
dehors de ceux qui appartiennent aux tranches contenant respective- 
ment A et B. La réunion de ces deux continus forme, comme on le 
voit facilement, un continu € qui partage le plan en deux régions; la 
région intérieure étant d’ailleurs un domaine quarrable d’après ce que 
nous avons montré précédemment au sujet de la frontière. 

Pour la commodité des raisonnements qui vont suivre, nous pou- 
vons supposer, en vertu des remarques précédentes, que le point A 
est parmi ceux dont l’abscisse @ est minimum sur € et le point B 
parmi ceux dont l’abscisse 6 est maximum. 

Puisque € est à variation æ bornée, presque toutes les parallèles à 
l'axe des y dont l’abscisse est comprise entre a et b coupent ce con- 
tinu en un nombre fini (mais non borné) de points; nous allons voir 
que ce nombre est presque toujours pair. 

Numérotons en effet les points de €, qui ont la même abscisse, par 
ordre d’ordonnées croissantes : cela est possible pour presque toutes 
les abscisses, et de plus les points qui ont le même numéro forment 


un ensemble mesurable x d’après M. Schauder (loc. cit.). De plus, 


pour presque toutes les abscisses pour lesquelles le numérotage est — 
possible, la dérivée x'’(#) existe tant sur (AB), que sur (AB)., et est 
égale à Er. Par conséquent, en un point P où une telle droite ren- 
contre €, il y a au voisinage de P et de part et d’autre de cette droite 
des points de €. Soient P’ et P” deux points tels que le segment P’P” 
contienne P et ne rencontre & qu’au point P; je dis que les deux 
points P’ et P” n’appartiennent pas à la même région; en effet, s’il en 
était ainsi on pourrait trouver un polygone fermé, dont P’P” serait 
l’un des côtés et qui n’aurait aucun point commun avec le continu € 
en dehors de P, or cela est impossible puisqu’il existe des points de € 
de part et d’autre de la droite P'P”. Donc, lorsqu’on se déplace sur la 
droite en question, dans le sens des ordonnées croissantes, on passe 
d’une région à une autre chaque fois qu'on rencontre la courbe; or, 
comme on part de la région extérieure pour y revenir, il suit de là que 
le nombre des points d’intersection de la droite avec € est pair. Pour 
la même raison, le nombre des points où une telle droite rencontre lun 
ou l’autre des continus (AB), ou (AB). est impair pour presque toutes 
les droites d’abscisses x (a x < 6); enfin en traversant € aux points 
sin. Ec. Norm., (3), LL — Fase. |. 9 
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dont le numéro est impair, on passe en général de l’extérieur à l’inte- 
rieur, et en la traversant aux points dont le numéro est pair, on 
passe de l’intérieur à l’extérieur. 

Supposons que le continu (AB), contienne les points de € dont 
l'ordonnée est minimum et allons de A à B suivant (AB), puis reve- 
nons à A suivant (AB),; nous avons ainsi décrit € suivant un sens 
que nous appellerons positif (C*); nous allons établir qu’en dési- 
gnant par m le numéro d’un point P, on a, presque partout sur €*, 


senP — ( = eae 


Montrons-le pour les points qui ont le numéro 1; soit P un tel point 
d’abscisse x, pour lequel sgnP existe et est égal à +1; il est situé 
sur (AB), et il nous faut montrer que sgnP =1. Ona 


(AB),— AP + PB: 


si sgnP était égal à —1, PB admettrait des points à gauche de la 
droite d’abscisse et PA des points à droite; pour aller à B le con- 
tinu PB devrait donc couper soit AP, soit l’une des deux droites 
d’abscisse x ou a, ce qui est impossible. Pour les autres numéros, la 
démonstration n’est pas plus difficile, il n’y a que des longueurs de 
raisonnement. 


17. Passons maintenant à la formule de Green. 


Considérons un domaine D borné limité par une courbe € à varia- 
tion x bornée et capable d'une intégrale dans le chanp des fonctions 


continues; soit f(x, y)[—=f(P)] une fonction définie presque partout 
dans D et sur © et absolument continue par rapport à y pour presque 


toutes les valeurs de x, supposons que a soit sommable dans le domaine D 


et sur sa frontière, et que f soit sommable x sur €, je dis que l’on a alors 


of 
(15) =f (2, pde= [ [Sardr. 
wl f dy a 


€ étant la somme de deux continus irréductibles entre deux points A 
et B, nous poserons comme précédemment 


€+— (AB), + (BA), 
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ou A se trouve parmi les points d’abscisse minimum a, B parmi ceux 
d’abscisse maximum 6 de la frontière de D. D’après nos hypothèses, 
et le théorème sur la réduction des intégrales, on a 


HÉCCORCE 


7 d 
F(= [dr 


pour presque toutes les valeurs de 2 comprises entre a et b; c’est- 


avec 


à-dire pour les valeurs de æ pour lesquelles non seulement st est 
absolument continue, mais encore pour lesquelles l’intégrale précé- 
dente existe.-Parmi ces valeurs de x nous ne conserverons que celles 
pour lesquelles € a un nombre fini pair de points d’abscisse z, la 
dérivée x’(v) étant d’ailleurs en chacun d’eux égale à +1, tant 
sur (AB), que sur (AB),. Après ces diverses suppressions il nous 
reste presque toutes les valeurs de l'intervalle (a, b). 

Pour chacune de ces valeurs de a on a, en désignant par y,, 
Yo, +++) Yan les ordonnées des divers points de € d’abscisse x, 


0 
F(z) =f$ ay =— fli, Z) +S (2, 2) ++ fans ©) — Jen, 2). 
Or, d’aprés les remarques précédentes, nous pouvons écrire 


F(x)=— Ÿ sgnPf(P), 
de la 


absP= x 
of 
LP dy=— [ 
pl 2 


c'est la formule que nous avions annoncée. 

De plus, nous avons obtenu la limite d’application de cette formule 
dans le champ des fonctions qui satisfont aux conditions énoncées ci- 
dessus : ce champ est si vaste que son élargissement me parait à peu 
près impossible. 


D seaPs(P)|do=— fee x) dz, 


abs P= 


18. Par un simple changement de coordonnées on obtient la 
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ff [fava sana 


ainsi que ses conditions d’application. 
Des considérations précédentes nous déduisons aussi que la formule 


obtenue, en combinant les deux précédentes, 


[ua ane ff (EB )tear=o 


ne pourra être appliquée, dans le domaine des fonctions f et g telles 


formule : 


que a et ee sont continues dans D et sur €, que quand € est une 


courbe rectifiable. 

De la formule de Green, nous yenons de donner ici ladémonstration 
sous la forme classique, mais les considérations précédentes per- 
mettent d’aller plus loin dans la transformation d’une intégrale double 
en une intégrale curviligne, et inversement; ainsi, dans certains cas 
simples, lorsqu’un continu D quarrable est limité par un continu € 
admettant seulement un cercle centré à l’origine comme continu de 
condensation, alors on a, en choisissant convenablement le sens de 
parcours, 


IRC J)(xdz +7 a+ ff (2% — 7 SL) dr dy =o. 


Toutefois les méthodes précédentes ne nous fournissent aucune 
indication pour poser le problème de la réduction d'une intégrale 
double en une intégrale curviligne, dans le cas général d’un domaine D 
quarrable limité par un continu pouvant être décomposé en tranches 
suivant un ordre cyclique, la décomposition étant semi-continue; la 
principale difficulté réside dans la définition de la notion destinée à 
remplacer celle de signe d’un point introduite ci-dessus. 


19. Variation «y d'une surface. — Dans l'espace euclidien ordinaire 
où sont tracés trois axes de coordonnées rectangulaires, reprenons 
une surface de Jordan, sans point double, image d’un carré du plan 
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des (u, ¢), 
i) © 2a, ¢), y=y(u, v), = 3(u, v) (o£u£1,0<P<1). 


En prenant comme fonctions U(P) et V(P) d’un point P(u; ¢) de la 
surface, les coordonnées vet y, et suivant la définition donnée au n°8, 
nous dirons que /a surface S est à variation xy bornée si la correspon- 


dance 
PRET |, y=y(uye) 


est à variation bornée. Nous avons donné deux définitions de cette 
variation et rappelé que, dans ce cas, elles sont équivalentes; ainsi 
Von a, par exemple, en désignant par = le plan des xy et par N,(zy), 
le nombre des points de S qui se projettent au point (ay) : 


Vay(S)= ff Ns, 9) de dr. 


Il est aussi possible de donner d’autres définitions de cette quantité ; 
ainsi, en menant de chaque point deS un segment centré en ce point, 
parallèle à Oz et de longueur 20, ces segments formeront un ensemble 
fermé; soit ,(S) sa mesure, on démontre que : 


(16) VIDES PEL TAN tee, 

bet 2k 
cela se fait comme à propos de la variation æ d’un continu irréduc- 
tible (n° 13) et cette définition de la variation est conforme aux idées 
de Minkowski. 


20. Une autre définition que nous étudierons encore se rattache 
aux idées de M. Lebesgue sur I’aire des surfaces courbes. 

Considérons une suite de surfaces polyédrales S, homéomorphes, 
elles aussi à un carré et qui, lorsque » augmente indéfiniment, tendent 
vers la surface S. La somme des projections des faces de S, sur le 
plan zy sera appelée la variation zy (") deS, et désignée par V.,(S,). 


(1) H est immédiat que cette définition est conforme aux précédentes; si nous l'avons 
mise sous cette forme c’est pour rendre plus intuitive et plus géométrique la définition de 
Ja variation. 
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Considérons la plus petite limite des variations zy des S,, lorsque n 
augmente indéfiniment, et concevons ensuite toutes les suites possibles 
de surfaces polyédrales S, qui tendent vers S, et prenons la plus petite 
limite de toutes ces plus petites limites, soit V'(S) : c’est ce nombre 
que nous appellerons la variation zy de S : 


Il est facile de démontrer que la quantité VP(S) ne dépasse 


pas V.,(S). Comme pour l'aire, on peut démontrer que, sur une sur- 
face S à variation bornée, il existe des courbes planes à variation 
bornée suivant une direction choisie du plan des æy, à condition 
toutefois qu'il existe un point de cette surface dont les points voisins 
(au sens u, #) se projettent sur le plan des xy suivant un domaine 
contenant la projection du point en question. On peut aussi décom- 
poser une telle surface en morceaux de variation æy aussi petite que 
l’on veut, ce qui permettra de définir sur celle-ci une mesure |dxdy| 
et par suite de donner un sens à l'intégrale 


[free art 


ce sens étant évidemment différent de celui que l’on peut lui donner 
au moyen des considérations antérieures. 

Parmi les surfaces dont on peut affirmer qu'elles sont à variation 
bornée au sens précédent, citons les surfaces telles que toute courbe 
rectifiable du plan des (u, ¢) se transforme en une courbe de S dont 
la projection sur le plan des xy est également rectifiable : ces surfaces 
sont les analogues, dans notre théorie, des surfaces rectifiables de 
M. Lebesgue. Pour une telle surface les fonctions x et y doivent satis- 
faire à une condition de Lipschitz d'ordre un, et cette condition est 
également suffisante. On peut démontrer alors la relation (') 

D(x, y) 


(') La démonstration peut se déduire des considérations développées par M. T. Radé 
à propos des surfaces rectifiables. T. Ran6, Ueber das Flächenmass rektifizierbarer 
Flächen (Math. Ann., t. 100, 1928, p. 445-459). 
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car le déterminant fonctionnel figurant sous le signe d’intégration 
existe pour presque tous les couples de valeurs (u, v). 


21. Remarquons à présent que la variation V,..(S,) d’une surface 
polyèdrale est inférieure à son aire; par suite la quantité V®(S) ne 
dépasse pas l’aire de S au sens de M. Lebesgue; en permutant les 
variables x, y, z, nous avons donc le résultat suivant, semblable à un 
résultat relatif à la rectification des courbes : 

Pour qu'une surface S soit quarrable, il est nécessaire qu’elle soit à 
variation bornée suivant les trois plans de coordonnées (et même sui- 
vant n'importe quelle direction de plan). 

Cette condition n’est d’ailleurs, sans doute, pas suffisante; elle sera 
cependant dans tous les cas où l’on pourra trouver une suite de sur- 
faces polyédrales S, dont les trois variations sur les plans de coor- 
données restent bornées chacune par un nombre fixe, lorsque n 
augmente indéfiniment. 

Nous touchons ici à la raison qui fait le problème de la quarrabilité 
des surfaces beaucoup plus difficile que celui de la rectification des 
courbes. Dans les deux cas les conditions géométriques de la variation 
sont analogues, mais, outre qu’elles ne sont pas suffisantes pour la 
quarrabilité, on ne sait pas les traduire analytiquement dans ce dernier 
cas. 


22. Voici cependant un résultat donnant une condition nécessaire 
pour qu’une surface soit à variation VF, bornée et, par surcroit, pour 
qu’elle soit quarrable. 

Soit la transformation 


eal ll NN Te); 


considérons un système de valeurs (uw, «) tel que tout domaine du 
plan des (u, +) contenant ce point à son intérieur se transforme en un 
domaine du plan de æy contenant son image à son intérieur. Soit 
P(u, v) le point de S correspondant, désignons par n,(x, y)le nombre 
des points de S qui se projettent au point (x, y} et qui possèdent la 
propriété précédente, je dis que 


ve (sya f [insta y) dr dr. 
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L’ensemble des points où n(x, y} prend une valeur donnée étant 
ouvert, l’intégrale précédente à un sens ou est infinie. Une surface S 
ne sera donc pas à variation V“)(S) bornée lorsque cette intégrale sera 
infinie, elle ne pourra donc être quarrable. ; : 
"Nous démontrerons seulement ce résultat lorsque l'intégrale ci- 
dessus est finie; on verra facilement comment on peut conduire la 
démonstration dans le cas contraire. Considérons une suite de surfaces 
polyédrales S,, qui tendent vers S et qui sont celles que les nombres 
V.,(S,) ont V)(S) pour limite (ou augmentent, indéfiniment si la sur- 
face n’est pas à variation bornée). On a évidemment, en désignant par 
E, l’ensemble où n,(æ, y) prend la valeur p et par m(E,) sa mesure, 


f frse v) dx dy = m(E,) + 2m(E,)+...+pm(E,)+.... 


Quels que soient p et les nombres positifs donnés ¢,, ¢., ...,€,, on 
peut déterminer un nombre N tel que, pour n2N, la surface polyé- 
drale S, admette q points, qui jouissent de la propriété précédente 
sur un ensemble convenu dans E, et dont la mesure diffère de celle 
de E, d’un nombre inférieur à ¢,, pourvu que q ne dépasse pas p. 

Or on a visiblement 


Pp 
Vo(S)= ff ns,(e ») dx dy 2S i[m(E.) — ti). 


En passant à la limite, on aura donc, quels que soient les nombres 
P et €;, 


p 
Vit) (S)> Mil m(E,) — ei]. 


1 


Choisissons les <¢; suffisamment petits pour que, € étant un nombre 
donné à l’avance, 


C2 


Mia<e, 


0 


puis p suffisamment grand de facon à satisfaire à 


P 
f fre y) dx dy —S im(E) <e, 
ss 1 
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on obtient 


VS) flat) de dy 
ui 
€ étant quelconque, on en déduit l'inégalité annoncée. 


23. Dans l’application dont nous allons nous occuper à présent, 
nous n’utiliserons plus que la première définition de la variation a-y 
d’une surface, sans nous occuper davantage de celle qui est conforme 
aux idées de M. Lebesgue. Je ne veux pas dire que cette derniére ne 
saurait rendre aucun service dans les applications de la théorie précé- 
dente, mais il faudrait approfondir davantage cette notion pour pouvoir 
l'utiliser. 

Soit E un ensemble de points P mesurable a variation ay bornée; 
la notion de fonction /(P) mesurable et de fonction sommable ay se 
transpose immédiatement à partir des définitions de M. Lebesgue. On 
peut alors parler, pour une fonction /(P) sommable zy sur E, de l'in- 


tégrale 
[ fs@riacay, 
* E 


En vertu des résultats de M. Schauder (loc. cit., p. 30), on montre 
que cette intégrale est égale à 


la > ri ua 


=P(x,,25) 


la sommation étant étendue à tous les points qui se projettent au 
point x, y. 

Démontrons à présent le théorème de Green dans l'espace. Soient D 
un domaine borné et E sa frontière dont nous supposerons qu’elle est 
à variation æy bornée. Les points P de E seront divisés en trois classes 
en menant par P une parallèle à Oz : 


Première classe : ceux pour lesquels on peut trouver sur cette 
parallèle un segment AB centré en P et tel que l’un des segments AP, 
ou PB, soit composé de points intérieurs à D, sauf le point P, tandis 
que l’autre est composé de points extérieurs à D, sauf le point P. 
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Deuxième classe : ceux pour lesquels on peut trouver sur cette 
parallèle un segment AB centré en P et dont les points appartiennent 
à D ou à son extérieur, sauf P lui-même. 


_ Troisième classe : les autres points de E. Sur la parallèle à Oz menée 
par l’un de ces derniers, il y aura donc une infinité de points de E, 
leur ensemble sera donc à variation æy nulle puisque E est à varia- 
tion xy bornée. 


A chaque point P de la première classe de E associons alors un 
nombre égal à + 1 ou à — 1 que nous appellerons son signe (sgnP) et 
cela suivant la règle suivante : sgnP sera égal à +1 s’il y a un nombre 
impair de points de E dont la projection sur le plan zy est la même 
que celle de P et qui ont une cote plus faible que lui; il sera égal à —1 
si ce nombre est pair et nous renoncerons à le définir s’il y a une 
infinité de points de E qui ont la méme projection que P sur le plan 
des zy. 

Supposons de plus que l’ensemble des points de la deuxième classe 
de E soit à variation xy nulle, la fonction sgnP est alors définie en 
tous les points de E sauf peut-être en un ensemble de variation xy 
nulle. L’ensemble des points de E affectés des signes précédents sera 
dit le côté extérieur de E (si l’on change tous les signes on aura le 
côté intérieur de E). 

La fonction sgnP est sommable xy sur E; cela est, comme dans le 
cas correspondant des continus à variation a bornée, une conséquence 
des travaux de M. Schauder déjà cités. 

Soit alors /(P) une fonction sommable ay de P, par définition nous 


poserons 
RAQITE RHONE TE 
. E, J VE 


(on définit de même l'intégrale étendue au côté intérieur, ou bien par 


(HR qe 


Soit alors /(P) = f(x, y, 3) une fonction définie dans D et sur E, 
absolument continue par rapport à = pour presque tous les couples de 


valeurs (æ, y), sommable zy sur E et telle de plus que la dérivée = 
Os 
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soit sommable dans D + E, ona 


JS tea ae ff 18) ax dr. 


La démonstration de ce résultat est en tous points analogue à celle 
faite à propos de la formule de Green dans le plan (il suffit de rem- 
placer x’(¢) par sgnP), nous n’y reviendrons pas. 


24. A la vérité ce résultat et la méthode de démonstration ne sont 
que peu différents d’un résultat de M. Schauder (théorème XIV de son 
travail déjà cité), nous n’avons tait que le restituer dans la métrique 
introduite qui semble plus naturelle et mieux adaptée à ce résultat. 

Parmi les hypothèses précédentes, celles relatives à f semblent les 
plus générales possibles, mais celle relative aux points de la deuxième 
classe de E apporte une restriction importante à cet ensemble. Il y 
aurait donc intérêt à donner des exemples assez généraux de telles 
frontières ; nous citerons seulement celles qui sont constituées par 
une surface de Jordan homéomorphe à une sphère et celles qu’en 
chaque point P on puisse trouver une représentation des points 
voisins au moyen de fonctions de trois variables : 


La TU, 0), =e VCE, OY Z2=3(u,?), 


les deux fonctions x et y satisfaisant à une condition de Lipschitz 
d’ordre un. Cela se fait en remarquant qu’un point où le déterminant 


« D(a, 9) 
fonctionnel D 


et en se rappelant la formule (18) donnée précédemment pour le 
calcul de la variation xy d’une telle surface. 


n’est pas nul n’appartient pas à la deuxième classe 


25. Enfin les considérations précédentes nous permettent de définir, 
dans certains cas, un côté d’une surface de Jordan non fermée S et sans 
point double. Cela revient à définir le signe d’un point. Prenons, par 
exemple, une surface S homéomorphe à un carré et à variation xy 
bornée et supposons que le bord de cette surface (l’image du contour 
du carré) soit à variation zy nulle, supposons enfin que par ce bord 
on puisse faire passer une autre surface S’, elle aussi à variation xy 


4 
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bornée n’ayant que ce bord en commun avec S, la surface de Jordan 
S + S’ étant alors homéomorphe à une sphère et étant frontière d’un 
domaine. | 
Si les points de la deuxième classe de S + S’ sont à variation xy 
nulle, nous affecterons les points de S d’un signe suivant la règle 
donnée précédemment pour E. Tous les points de S, sauf peut-être un 
ensemble de variation zy nulle, seront affectés d’un signe et de plus 
deux signes sont possibles pour un même point, ce qui correspond à 
chacun des deux côtés de la surface. On voit d’autre part facilement 
que si, au lieu de S’, on prend une surface S”, satisfaisant aux mêmes 
conditions que S’, les signes affectés aux points de S au moyen de cette 
dernière surface seront ceux qui leur sont affectés par S’, ou bien 
ceux-ci changés de signe, sauf, peut être, sur un ensemble de points 
de variation zy nulle. Autrement dit les côtés de la surface S, définis à 
la fois par une surface S’, ne dépendant pas de cette surface auxiliaire 
et l’on peut alors parler de l'intégrale 


Jia dr [ [rep )senP | de dr 


étendue à un côté c de la surface; la définition de ce côté exigeant 
cependant la connaissance d’une surface S’. 


aoe Crile 
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TOPOLOGIE ET EQUATIONS FONCTIONNELLES 


Par MM. Jean LERAY er Juces SCHAUDER 


Introduction. 


I. Considérons l'équation très simple P(æx) =f, où & est un para- 
mètre, P un polynome de la variable réelle x; lorsque # varie, le 
nombre des solutions peut varier, mais sa parité reste constante; 
cette parité est un invariant de l’ensemble des solutions. Un résultat 
analogue vaut pour toutes les équations intégrales relevant de la 
méthode d’Arzela-Schmidt (?). Nous établirons au cours de ce travail 
qu’on peut de même attacher à l’ensemble des solutions de certaines 
équations fonctionnelles non linéaires un entier positif, négatif ou 
nul, l'indice total, qui reste invariant quand l’équation varie conti- 
nûment et que les solutions restent bornées dans leur ensemble; les 
équations en question sont du type 


(1) xz—SF(x)—=o, 


où F(x) est complètement continue (vollstetig); x et F appartiennent 
à un ensemble abstrait, linéaire, normé et complet (au sens de 
M. Banach). 

D'où résulte un procédé très général permettant d'obtenir des théo- 
rèmes d'existence : soit une équation du type (1). Supposons qu’on la 
modifie continiment sans qu’elle cesse d’appartenir au type (1) et de 
telle sorte que l’ensemble de ses solutions reste borné (on effectuera 


(2) Ce travail a été résumé dans une Note parue aux Comptes rendus de l'Académie 


des Sciences, |. 197, 1933, p. 115. 
(2) Voir Journal de Mathématiques, t. V2, 1935, pe 1 à 7. 
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pratiquement cette opération en introduisant dans I’ équation un para- 
mètre variable #); paps tite qu’on la transforme ainsi en une équa- 
tion résoluble x — F(x) =o et que l’on constate que l'indice total des 
solutions de cette dernière équation diffère de zéro. Alors l'indice total 
des solutions de l’équation primitive diffère aussi de zéro; elle admet 
donc au moins une solution (voir en particulier le théorème T). Les 
théorèmes d'existence établis par d’autres procédés font presque 
toujours appel à des hypothèses plus strictes entraînant par exemple 
l’unicité de la solution pour toute valeur de #. Nous croyons intéres- 
sant de signaler le superflu de telles restrictions. 

En d’autres termes : Soit une famille d'équations du type (1), qui 
dépendent continüment du paramètre Æ(4 Sk£A4,) 


(fe) z— F(x, k)=0. 


L’une des conséquences de notre théorie est la suivante : il suffit de 
savoir majorer a priori toutes les solutions que possèdent ces équa- 
tions et de vérifier, pour une valeur particulière k, de k, une certaine 
condition d’unicité pour avoir le droit d’affirmer que l’équation (1’) 
possède au moins une solution quel que soit £. En pratique on choisit 
k, tel que cette condition d’unicité se vérifie sans peine; on peut ainsi 
comme applications obtenir des théorèmes d’existence où ne figure plus 
aucune condition d’unicité (voir p. 68, § 21, alinéa 1°; théorème du 
paragraphe 22, p. 70). 

Nous abandonnons donc complètement le procédé au moyen duquel 
ce genre de problèmes fut en général attaqué jusqu’à présent : partir 
d'une valeur #, du paramètre pour laquelle la solution était connue, 
la construire de proche en proche pour toutes les valeurs de # en 
employant des théorèmes d’existence locaux tels qu’en fournit la 
méthode des approximations suecessives; on se limitait ainsi néces- 
sairement aux cas où l'existence et l’unicité locales de la solution 
de (1’) se trouvaient assurées. 

Nous n'avons pas recouru non _plus aux méthodes utilisées par 
M. Leray dans le travail déjà cité (?), on aurait du supposer la fonc- 
tionnelle F(x) analytique; les démonstrations et les énoncés auraient 
été plus compliqués; le champ des applications se serait considéra- 
blement restreint; il est vrai que nous aurions obtenu des renseigne- 
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ments concernant l'ensemble des solutions (caractère analytique) (*). 

Notre but a été au contraire de démontrer des théorèmes d'existence 
sous les hypothèses les plus simples et les plus commodes à vérifier : nous 
avons réussi à ne faire intervenir que des hypothèses concernant la 
continuité des équations fonctionnelles données. 


IT. Indiquons maintenant comment nous définissons l’indice total 
des solutions d'une équation du type (1) : il est égal au degré topolo- 
gique de la transformation 


(2) | Y—=x—F(x) 


au point O. Les beaux travaux de M. Brouwer (*) définissent ce degré 
topologique dans le cas des transformations continues opérant sur des 
espaces à n dimensions; notre premier chapitre étend ces définitions 
aux transformations (2). Il emploie des méthodes intimement liées à 
un Mémoire récent de M. Schauder (5). 


III. L'application de notre méthode présente d’abord la difficulté 
suivante : transformer un problème en sorte qu’il se réduise à une 
équation du type (1). Nous avons réussi à faire subir cette réduction 
au problème de Dirichlet, l'équation aux dérivées partielles du 
second ordre étudiée étant l'équation du type elliptique la plus géné- 
rale. Et nous avons ainsi obtenu des théorèmes d’existence nouveaux 
généralisant divers théorèmes d'existence que contiennent les 
célèbres travaux de M.S. Bernstein (°). Nous prouvons par exemple 
que l’équation (7) 


ds Oz \ 075 Os Os O76 
a (x, ee! ae Ie + 2b (v, 23 SE a) dx Oy 
Os Os 2% 
a= (2.4355 559 55) Oy == 0 
(ac— b?> 0) | 


(3) Mais Péventualité n'aurait pas été exelue d’une équation possédant un faisceau de 
solutions; cette éventualité est une des difficultés notables du sujet. 

(+) Voir Mathematische Annalen, t. TA, 1911, p. 97-115. 

(5) Voir Mathematische Annalen, t. 106, 1932, p. 661-721. 

(6) Voir Encyclopddie der mathematischen Wissenschaft, M2, Chap. XIE p. 1327-1328. 

(7) M. S. Bernstein avait établi ce théorème dans le eas où 3 est absent de a, b, c. 
Nos méthodes nous permettent de nous dispenser de cette hypothèse qui entrainent Puni- 
cité de la solution. 


L % 
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admet dans un cercle donné au moins une solution coincidant sur la 
circonférence avec des valeurs données. 

Il ne serait pas difficile de faire subir la même réduction à d’autres 
problèmes aux valeurs frontières, de les traiter selon le même prin- 
cipe. 

Prochainement paraitra une autre application de nos théorèmes 
d'existence; elle concernera la théorie du sillage. 


I. — Degré topologique de certaines transformations fonctionnelles. 


1. Soit dans un espace à n dimensions &, un ensemble ouvert et 
borné w; soit w’ sa frontière; soit © — «+ w’ son ensemble de fer- 
meture. Envisageons une transformation continue ®, définie sur w; 
elle transforme w en un ensemble ®(w) que nous supposons situé 
dans l’espace &,. Rappelons quelques résultats bien connus : la trans- 
formation ® possède en tout point b étranger à l’image ®(w’) de w’, 
un degré d[®, w, 6], qui jouit des trois propriétés suivantes : 


1° Supposons que w = &, + W., w, et w, étant deux domaines sans 
point intérieur commun; supposons b étranger à ®(w,) et à B(w,), 
alors 
d[®, w, b} =a[, w,, b] + d[®, w,, b] 


(propriété additive du degré). 

2° Si le degré d[W, w, b] diffère de zéro, le point b appartient sûre- 
ment à l’image ®(w) de w. 

3° Le degré d[®, w, b] reste constant quand le point b, la transfor- 
mation ® et le domaine w varient continüment (*) sans que b atteigne 
jamais l’image ®(w’) de la frontière de w. 

Pour définir le degré de ® en b, M. Brouwer opère comme suit : Il 
approche à ¢ près la transformation ® par des transformations simpli- 
ciales ®.; le nombre des simplexes positifs diminué du nombre des 
simplexes négatifs qui recouvrent b est le même pour toutes ces trans- 


(*) Déplacer 6 équivaut à transformer continüment + et wo. 


nemo 
7 i es a 
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formations approchées dès que < est suffisamment petit : c’est le 
degré d[®, w, b]. 


2. PREMIER LEMME. — Considérons un ensemble ouvert et borné w,., 
d’un espace linéaire à n + p dimensions 6,,,; un point b de cet espace, 
un sous-espace linéaire &, (hyperplan à nm dimensions) contenant b et 
des points de w,,,. L’intersection de Wn+p et 6, constitue, dans 6,, 
un domaine w,. La frontière w, de ce domaine fait partie de eee 

Soit une transformation continue ®,.,, qui transforme w,., en un 
ensemble de points de &,,,; nous supposons que 6 est étranger 
à ®,.,(,,,) et que ®,., possède la propriété suivante : 

(&): Tout point de w,,, subit un déplacement parallèle à l’hyper- 
plan &,. 

Dans ces conditions ®,,, transforme o, (c’est-à-dire w,+ @,) en un 
ensemble qui appartient, comme ny à Gp. Nous désignerons par ®, la 
transformation ®,.,, ainsi envisagée dans l’hyperplan &,. Puisque D 
n’appartient pas à ®,(w,,), ®, a un degré au point 6, d[®,, w,, b]. 


Nous disons que ce degré est égal à celui de ®,,,, au point b 
+ (AO yn, O10] = d[ Ons) im 0]. 


Ce lemme permet donc de comparer les degrés de deux trans forma- 
tions opérant dans des espaces à nombres différents de dimensions. 

Il suffit de le prouver pour p = 1. 

On le démontrera dans ce cas en construisant sur w,,, des transfor- 
mations simpliciales approchées, ayant la propriété (), dont les sim- 
plexes posséderont tous une face parallèle à &,, et dont aucun sim- 
plexe n’aura de sommet situé dans &,,. 


3. Soit un espace abstrait &, linéaire, complet ct normé. Rappelons 
le sens de ces termes (*). 


I. Axiomes des espaces linéatres : 


a. On peut ajouter deux éléments de &. Cette addition constitue 
un groupe commutatif, d’où résulte l'existence d'un élément zéro. 
nn on 


(2) Voir S. Banacu, Lundamenta Mathematica, L. 8, 192. pe 133-181. 


x 
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b. On peut multiplier tout élément e de & par tout nombre réel À, 
le produit Ae appartenant à &. Cette opération est distributive 
(A+ p) (€; +s) = hey + Bey t+ he, + per. 
De plus ; 

1,6 —E. 

II. Axiomes des espaces normés : 

A tout élément e de & est attaché un nombre positif ou nul, Je[ sa 
norme, en sorte que 


a. |e] = o entraine e = 0; 


Lee, |Sle + el: 
X|Iet: 


HT. Axiome des espaces complets : 


La relation 
limite |, e,,—e, || =0 
M-> x 
n>« 


entraîne l’existence d’un élément e tel que 


limite ||e,, — 
m> 


| — 0. 


1. Un ensemble d'éléments de &, C, est par définition compact ('") 


quand toute suite infinie d'éléments de C a au moins un élément limite 
appartenant à &. Étant donnés un nombre < (> 0) et l’ensemble com- 
pact C, le fait suivant est bien connu : on peut trouver un nombre-fini 
d'éléments de & 4, 42, ..., 1, tels qu'à tout point x de C corres- 
ponde au moins un point n, vérifiant l'inégalité | æ — TUE: < (lemme 
de Borel-Lebesgue ). 

On peut donc à l’aide d’une transformation continue T| 2 |, définie 
sur C, et telle que | T|.2|—.x|<e, transformer C en une figure située 
dans un sous-ensemble de &, &,, qui soit linéaire et qui ait un nombre 
fini de dimensions : il suffit de choisir pour &, l’ensemble 


ct : ; ns 
D hifi (A; : nombres réels arbitraires); 


(1°) Rappelons l'existence de critères pratiques permettant d'affirmer Je caractère com- 
pact d’ensembles abstrails (théorème d’Arzelà, ete.). 


ho 
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pour T|.x| la transformation continue 


y ä 2 = 
[> pil) “| x< b aco | 


Pil x2) =e — || x — n;\| pour [a — mn} €, 


1e 
iS 
BE) = 0 pour || 2 — n;||2e. 


Soit w un sous-ensemble de & ouvert et borné; soit w’ sa frontière; 
soit #(x) une transformation fonctionnelle définie sur l’ensemble 
fermé w= + w'; le transformé #(w) de w est supposé appartenir 
à &. Nous disons, avec M. F. Riesz, que (x) est complètement con- 
tinue (vollstetig) quand elle est continue et que F(w) est un ensemble 


compact C. Il suffit dans ces conditions de considérer la transforma- 


lion fonctionnelle 
F(x) =T(F(z)] 


> 


pour obtenir le résultat suivant : 


SECOND LEMME. — Étant donnés l’ensemble ouvert et borné vw, 


(x) complètement continue sur w et <(>>0), on peut trouver une 
transformation fonctionnelle #.(x) satisfaisant les deux conditions 
suivantes : 


1° (x) approche F(x) à prés, c'est-à-dire 
|| F(x) — F.(x) || Le 
en tout point x de w. 


2° Toutes les valeurs prises par #.(x) font partie d'un même sous- 
ensemble linéaire de &, &,, dont le nombre de dimensions est fini. 


». Définition du degré topologique de certaines transformations 
fonctionnelles. — #(x) étant une transformation fonctionnelle com- 
plètement continue, qui est définie sur l’ensemble de fermeture « d'un 
ensemble ouvert et borné w, et dont toutes les valeurs appartiennent 
à &, considérons la transformation fonctionnelle 


(1) J=x—#(x)=®(x). 
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Nous nous proposons de définir son degré au point o (''), d[®, 0, o], 
en sorte que ce degré posséde les trois propriétés essentielles rappe- 
lées au paragraphe 1. Ceci n'est manifestement possible que si o est 
étranger à l’image de la frontière de w, D(w’). Nous supposerons qu'il 
en est ainsi. Dès lors o est à une distance positive de ®(w’) : 


Sinon il existerait sur w’ une suite infinie de points z,, z+, ..., tels que 


LTn— F(Xn) +0; 


les points F(x,) appartenant à un ensemble compact, nous aurions le droit de supposer 
la suite infinie choisie en sorte que les points #(zx,) tendent vers une limite x; les 
points x, tendraient également vers xo; ze appartiendrait à w’ et vérifierait l'équation 

k Lo— F (x9) = 0, 
contrairement aux hypothèses. 0-10; 


Posons donc : 


(2) h = plus courte distance de 0 à O(™') > 0. 


Soit une transformation fonctionnelle #,(x), définie sur w, telle que 
(5) | F(x) — Fila) || <h, 


et dont toutes les valeurs appartiennent à un sous-ensemble de & 
linéaire dont le nombre de dimensions soit fini. [Le second lemme 
assure l’existence de telles transformations #,(x).] Soit &,, un sous- 
ensemble de & linéaire ayant un nombre de dimensions n, fini, qui 
contienne toutes les valeurs de #,(x) et au moins un point de w. 
L'intersection de « par &,,, n'étant pas vide, constitue dans &,, un 
ensemble ouvert et borné w,,; sa frontière w,, appartient à w'; 
P(o,,) est donc à une distance de o au moins égale à A. La transfor- 


mation 
Pix) = x — F(x) 


transforme ,,(=,,-+ ©) en un ensemble d,(,,) situé dans le 
mème sous-ensemble linéaire &,,; elle approche ® à À près; donc 


(4) Plus courte distance de 6 à ®,(0%,,) > 0: 


('') En changement de coordonnées : 2’ = x — D, permet de faire iouer le role du 
point o à un point & quelconque de 6. 


A, gr 


Se eee 
ie 
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ainst D, considérée sur ©, a au point o un degré bien défini. C’est lui 
que nous nommerons le degré topologique de la transformation ® au 
potnt o. Autrement dit nous posons 


©? 


A[®, w, 0] = d[®p, o,,, 0]. 


6. Justification de la définition précédente. — Nous nous propo- 
sons d’établir que le degré topologique de ® en o est indépendant du 
‘choix de #,(x) et G,,. 

Traitons d’abord un cas particulier : celui o nous considérons 
deux transformations différentes ®, et ®;, mais où les deux sous- 
ensembles linéaires associés &, et &,: sont confondus en un seul &,. 
Introduisons la transformation auxiliaire 


(5) 9@, (x) + (1— §) Oj (x), 
où 8 est un paramètre variant de o à 1. D’après (3) 


(6) Dax) + (1— 6) Bj (x) — O(a) || <A. 


La transformation auxiliaire (5) permet donc de passer contindment 
de ®, à ®; sans que l’image de o/ (= O,, = &,;) atteigne jamais le 
point o. Donc les dégrés de ®, et ©; sont égaux au point o. 

Etudions maintenant le cas général : comparons deux choix diffé- 
rents (x), &,, et F;(æx), 6. Nous voulons prouver que les trans- 
formations ®, et ®,, envisagées dans les espaces 6,, et 6,; ont au 
point o des degrés d et d* égaux. Soit &, un sous-ensemble de &, 
linéaire à nombre fini de dimensions qui contienne 6,, et 6,;; soitw, 
l'intersection de w par &. Les transformations ®, et ®, sont évidem- 
ment définies sur w,; considérées sur ww, elles possèdent chacune un 
degré au point o; ces deux degrés ont une même valeur à, comme. 
nous venons de le démontrer. Mais notre premier lemme affirme 


que d— 2 et d' — 5. D'où d = d". C. Q. F. D. 


7. A l’aide de la définition donnée au paragraphe 5 le lecteur prou- 
vera sans difficulté que les trois propriétés fondamentales du degré, que 
nous ayons énoncées au paragraphe 1, continuent à valoir pour les 
transformations fonctionnelles (x) envisagées ci-dessus. Mais pré- 
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cisons le sens de l'expression : « varier continüment ». Soit # le 
paramètre variable que nous supposons figurer dans ®; ®(x, ) doit 
être uniformément continue par rapport à k; en d'autres termes 
quels que soient les nombres #, et (> 0) il doit exister un nombre 
(> 0) tel que l'inégalité | — #,|<' entraine 

HDzx, hy — De, A) <s. 


«(k) doit être pour chaque valeur de k l'ensemble de fermeture d’un 
domaine ouvert et borné, w(#). De plus, quels que soient #, et :(> 0) 
il doit exister un nombre » tel que l'inégalité | — 4, |< 7 ait la con- 
séquence suivante : (hs) et w(4,) ne diffèrent que par des points 
situés à une distance de w'(#,) qui est inférieure à &. 


II. — Notion d’indice et détermination effective du degré. 


Ce chapitre ne contient aucun point essentiel de notre théorie. Il n’est pas 
indispensable à la compréhension des chapitres ultérieurs. 


8. Indice d'un point a dew.— Soientun point a intérieur à w, et son 
image : b—a—%(a)=®(a). Supposons qu'une sphère de rayon < 
suffisamment faible 

ler ai<e 


contienne la seule solution æ— a de l'équation x — F(æx)—b; on 
dira que a est une solution isolée de cette équation. 

Le degré d[®, £(8), b] au point b de la transformation ® envisagée 
dans la sphère £(9) 


Îæ— a || < 99 


existe pour o< 9 <1 et est dans ces conditions indépendant de 0. 
Par analogie avec le cas d’un espace à nombre fini de dimensions 
nous nommerons « indice du point a » ce nombre : i[, a]. 

Si un point b de & est l'image d'un nombre fini de points de w : 
dis ds 3 dy, SI est l’image de ces seuls points, si aucun d’eux 
n'est sur la frontière w', alors son degré est la somme des indices mnt 


(1%) Four Scuauper, Fundamenta Mathematica, 1. 12, Ueber stetige Abbildungen. 
Saltz 3. ‘ 


a 


eps a 
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den aca. 


|. 0. b] => i[®, «|. 


l=) 


Dans le cas envisagé le calcul effectif du degré se ramène ainsi à la 
détermination d'indices. 


Remarque importante. — Si la transformation étudiée est l’iden- 
lilté (B® =x, # =o), alors l’indice de tout point de w est +1. 


9. Indice d'un point de au voisinage duquel est biunivoque. — 
Utilisons un travail récent de M. Schauder(*). & sera supposé à cet effet 
faiblement compact; (x) devra être non seulement complètement 
continue, mais aussi faiblement continue (‘*). Remarquons que la 
conclusion du « Hilfsatz 6 » de M. Schauder peut être complétée 
comme suit : 

« L'indice de la transformation ® au point O vaut +1(m,=+1).» 

Appliquons ce Hilfsatz et les Hilfsatz 7 et 8 aux transformations 
approchées ®,, et aux espaces 6,, que nous avons considérés au para- 
graphe 5 du présent travail. Nous obtenons le résultat suivant qui 
équivaut au « Satz 1 » : 


St & est faiblement compact, si & est faiblement continue, et si la 
transformation x — $a) est biunivoque au voisinage d’un point a 
de w, alors l'indice de ce point a est +1. 


10. Supposons qu'au point a F(x) admette une différentielle de Fré- 
chet A(x — a) complètement continue; en d’autres termes : 


F(x)=F(a)+A(x—a)+R(x—a), 


A étant linéaire et homogène, [R(x — a)| |a — a|' tendant vers zéro 
avec |æ — a]. Supposons de plus la transformation 


y=(ew—a)—A(r—a) 


biunivoque. On voit facilement que a est une solution isolée de l’équa- 


(*#) Nous ignorons si ees hypothèses supplémentaires sont essentielles. 
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le point a possède donc un indice : C’est le degré au point O de la 
transformation 


y={(æ—a)—A(r—a)—R(z—a) pour ||.c—al||<e, 


: tendant vers zéro. 
C’est donc, en posant x'— <(x — a), le degré de la transformation 


ya NPE) = * Rex’) pour |).c!} <r. 


Puisque ' R(<2’) tend uniformément vers zéro, ce degré est celui de 
AR 


la transformation 
y= 2" — A(z). 


ConcLusion. — Si F(x) admet au point a une différentielle de Fréchet 
complètement continue A(x), l’indice en a de la transformation 
y=x—F(ax) existe et est égal à l'indice de la transformation 
y =2x— A(x) quand existe ce second indice. 


Il est donc important de savoir déterminer l'indice d’une telle 
transformation linéaire : y — x — A(x). 


11. Considérons l’équation æ — AA(æ) =o où A(x) est linéaire, 
homogène, complètement continue; supposons qu’elle admette la 
seule solution zéro pour toute valeur de À comprise entre A’ et À”; en 
d’autres termes l'intervalle (A’, 2”) ne contient pas de valeur fonda- 
mentale ('*); l'indice est alors le même en tous les points de & et pour 
toutes les valeurs de À comprises entre A’ et ” (ceci résulte de la troi- 
sième des propriétés du degré qui sont énoncées au paragraphe 1). 
En particulier cet indice est +1 si l'intervalle (X', %”) contient la 
valeur À = o. 

Pour compléter ce résultat nous utiliserons des théorèmes établis 


(14) Ligenwert. 
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en premier lieu par M. Goursat ('*) et que M. F. Riesz(‘'*) a étendus 
aux cas les plus généraux. D’après M. Riesz les valeurs fondamen- 
tales sont isolées (théorème 11); nous allons maintenant supposer 
que À en franchisse une; nous la supposerons égale à 1 pour simpli- 
fier les notations; notre but est de déterminer la modification que 
subit alors l'indice. 

Le théorème n° 10 de M. Riesz définit deux opérations fonctionnelles 
linéaires complètement continues A,(x) et A,(æx) dont nous allons 
rappeler quelques propriétés 

a, A(x) =A,(2)-+ A,(2@). 

v. A, [A.(x)]=0, A,[A,(x)]=0. | 

c. L'ensemble des valeurs prises par A,(æ) constitue un espace 
linéaire &,, à nombre fini de dimensions, m. 6, est engendré par les 
combinaisons linéaires des solutions des équations ('") 


B (x)=zx—A(x) —0, 
B*(z)=B[B («)] =o, 
B(x) = B[B® (x)]=0, 


m est identique au nombre que M. Goursat nomme le degré de la 
valeur singulière 1. 
d. La définition de &,,, les théorèmes 8 et 10 de M. Riesz prouvent 
ue 
’ A.(&m) = En. 


e. D'après les théorèmes 11 et 12 de M. Riesz la transformation y (x) 


ysuathA(x) 


est biunivoque quand le paramètre est intérieur à un certain inter- 
valle de l’axe des à, intervalle qui contient le point À =1. 
D’après (2) la transformation 
yor—hAlx)=B(z, à) 


(15) Voir Gournsat, Traité d'Analyse, \. ME Chap. XXXI, I, Étule du noyau résol- 
vant; résolvante canonique. 

(6) Voir F. Riesz, Acta mathematica, A1. 1918, p. 71-98. ame 

(17) Ces solutions ont été nommées par M. Goursat fonctions principales; M, Riesz les 


‘désigne par Pexpression Nudlelemente. 


Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fasc. 1. 8 
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est le produit des deux transformations 


sc —AA,(c) = B(x, 2); y= 7 — KA, (3) = B,(s, à). 


L'indice 7(A) de la transformation B est donc (‘*), sauf pour À =1, 
le produit des indices r,(2) et 7,(A) des transformations B, et B, : 


TO.) GLA els 


En vertu de (e) et du début de ce paragraphe 7,(/) est constant au 
voisinage de la valeur À = 1. 

Il nous reste à étudier 7,(7). Reportons-nous à la définition 
du degré d’une transformation que nous avons donnée au para- 
graphe 5 : nous constatons que #,(2) est l'indice de la transforma- 
tion B(x, À) envisagée dans l’espace &,.. Cette transformation est une 
substitution linéaire; son indice est donc en chaque point +1 ou —1 
suivant que son déterminant est positif ou négatif. 

Ce déterminant est un polynome en À de degré au plus égal am. Il 
est exactement de degré m en vertu de (d). Le théorème 13 de 
M. Riesz nous apprend d’autre part que la transformation B,(æ, À) 
n’a pas de valeur fondamentale, réelle ou complexe, autre que 1. Son 
déterminant est donc (1 — A)”: 


i,(4)=+1 pour À<i; i,(A)=(—1)" pour À>1. 


ConcLusion. — Soit une transformation y —x — A(x), linéaire, 
homogène, biunivoque, où A(a) est complètement continue. Pour 
savoir si son indice ? vaut +1 ou —1, on introduit un paramètre À; 
on considère l'équation 2—2AA(x)=0; on cherche toutes les 
valeurs fondamentales À, comprises entre o et 1, puis leurs degrés 
(au sens de M. Goursat) m,. L'indice i vaut +1 où — 1 suivant que la 
somme de ces degrés m, est patre ou impatre. 


Remarque. — Dans le cas où l'équation 2 — AA(x) = o est une 
équation de Fredholm la règle précédente peut se formuler comme 
suit : 


L'indice i de la transformation y = x — A(x) vaut +1 où — 1 sui- 


CS) La démonstration de ce fait est aisée parce que les transformations B, et Be (qui 
sont linéaires el biunivoques) transforment des domaines en domaines, 


’ 


5 


es 
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vant que la fonction déterminante de Fredholm, D(}), est positive ou 
négative pour }. == 1. 


III. — Théorie de certaines équations fonctionnelles. 


12. Nous nous proposons d'étudier l'équation 
(1) La TL A 0), 
les hypothèses suivantes étant réalisées : 


| L'inconnue x et toutes les valeurs de # appartiennent à un 
espace linéaire, normé et complet, &. 
L'ensemble des valeurs du paramètre / constitue un seg- 
ment ('°) K de l’axe des nombres réels (?"). 
Nous désignerons par[& <K]l’espace abstrait qu’engendrent 
les couples d’éléments (a, #); nous nommerons distance de 
(H) deux éléments (a, #) et (x', hk’) de [6-4] la quantité 
jee | + ke. 
F(x, i) est supposée définie sur l’ensemble de fermeture Q 
d’un ensemble ouvert (*') et borné de[& >< K]: Q. 
F(x, k) doit être complètement continue (2?) sur Q et de plus 
uniformément continue (**) en k. | 
Nous supposons enfin que la frontière Q! de Q ne contient 
| aucune solution (x, k) de l’équation (1). 


Étant donnée une valeur # du paramètre, w(/) désignera l’ensemble 
des points x tels que (x, #) soit intérieur à {. w(#) ou bien est vide, 
ou bien est un ensemble ouvert et borné de l’espace &. Sa fron- 


(19) Un segment se compose d'un intervalle et de ses deux extrémités. 

(20) Moyennant quelques légères complications de lénoncé et du raisonnement, nous 
pourrions supposer que & est un point d’un espace abstrait K vérifiant les deux condi- 
tions suivantes : la distance de deux éléments de K est définie; K est un continu. Mais 
de telles considérations nous paraissent sans grand intérêt. 

(21) Un ensemble ouvert de [& < K] est un ensemble dont chaque point possède un 
voisinage ne contenant aucun point de [6 x K] étranger à cet ensemble. Par exemple, 
l'inégalité || x |] <1 définit un domaine de[& x K] dont la frontière se compose des points 
de [& =< K] tels que I] 2 |] = 1. fe 

(22) Ceci signifie que ¥ (x, &) est continue en chaque point de @ et que l’ensemble des 
valeurs prises par # sur © est un sous-ensemble compact de 6. 

(23) Cf. § 7, p. 54. 

5 
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tière w'(Æ) est constituée par des points a tels que (x, /) appartienne 
à Q'; w'(k) ne contient aucune solution de l'équation (1) qui corres- 
ponde à la valeur / du paramètre. 


s 


13. Nous associerons à l’équation (1) la transformation suivante qui 
dépend du paramètre # : 


(2) vx F(x, 4). 


Le premier chapitre définit un degré au point y —o pour la 
transformation (2) considérée sur l’ensemble w(/). Nous nommerons 
désormais ce degré indice total des solutions de (1) qui correspondent 
à la valeur / du paramètre; ceci afin de ne plus avoir à parler de la 
transformation (2) et de ne plus considérer que l'équation (1) elle- 
même et ses solutions. Quand w(/) sera vide, cet indice total sera 
par définition zéro. 

De même, si parmi les solutions correspondant à une valeur / du 
paramètre il s’en trouve une isolée, a, l'indice (?*) du point a relati- 
vement a la transformation (2)sera nommé l'indice de la solution (a, k). 

Du premier chapitre résultent les conséquences suivantes : 


LEwme 1. — Sil’ensemble des solutions correspondant à une valeur / 
du paramètre se compose d’un nombre fini de solutions, alors l'indice 
total est la somme des indices de ces solutions. 


Lemme 2. — Si en un point # de K l'indice total diffère de zéro, alors 
l'équation (1) admet, pour cette valeur / du paramètre, au moins une 
solution. 


Lemme 3. — L'indice total est le même en tous les points de K. 


Les deux premiers lemmes sont évidents. 
14. Pour démontrer le lemme 3 il suffit d'établir la proposition sui- 
vante : 


(2) On peut attacher à tout point 7 de K un voisinage [4 —7| << 
| dans lequel l'indice total est constant. 


(My CLES S8.-p; 54. 
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Nous distinguerons deux cas : 


a. Supposons que l'équation 2 — (x, ~)=o n’admette aucune 
solution. La propriété (Æ) résulte alors du fait suivant : 

Il existe un intervalle | — ~| << aux points duquel ne correspond 
aucune solution de l’équation (1). 

En effet si cette dernière affirmation était fausse il existerait une suite de 
valeurs k,, k,, ..., tendant vers k, auxquelles correspondraient des solutions 
de (iy etes) 2, 

Ly — F (Ln; kn) = 0. 
Nous pourrions supposer cette suite choisie en sorte que les quantités F (Ly; Kn) 


tendent vers une limite x; x, tendrait vers xy; (2), 4) appartiendrait à Q et 
constituerait une solution de (1) contrairement aux hypothèses. 


b. Démontrons maintenant la proposition (&) dans le cas où 
l'équation x — F(x, 7) — 0 possède au moins une solution; w(7) ne 
peut étre vide. Un raisonnement par l’absurde, bien aisé et que nous 
n’expliciterons pas, prouve l'existence d’un sous-ensemble & de & et 
d’un intervalle K, de K qui jouissent des propriétés suivantes : 

K, contient le point y; © est l’ensemble de fermeture d’un 
ensemble ouvert de l’espace &; & contient en son intérieur toutes les” 
solutions de (1) pour lesquelles # appartient à K,; si æ appartient à & 
et si # appartient à K,, le point (æ, #) est sûrement intérieur à Q, 

En tout point K, l'indice total des solutions de (1) est égal au degré 
au point o de la transformation (2) envisagée sur &; cet indice total 


est donc constant sur K,. C5 ny, vi, 
lo. Supposons qu’en un point #, de K l'équation (1) admette un 
nombre fini de solutions : a,, a, ..., a, et que nous les con- 


HI’) naissions toutes. Le Chapitre Il nous permet d'étudier leurs 
_ f indices. Supposons que cette étude nous apprenne que l'indice 
total diffère de zéro au point ky. 


D'après le lemme 3 l'indice total n’est nul en aucun point de K. 
D’après le lemme 2 à chaque point de K correspond une solution au 
moins de l'équation (1). Cette proposition est manifestement wr 
théorème d'existence. | Ce théorème fournit d’ailleurs des renseigne- 
ments sur la structure de Q : moyennant les hypothèses faites w(/) 
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n’est vide en aucun point de K.] Nous allons compléter ce théorème 
d'existence par des renseignements concernant la continuité des solu- 
tions : le résultat obtenu constituera notre théorème fondamental. 

A cet effet supposons encore vérifiées les hypothèses (H) et (H'). 
Considérons dans l’espace [& < K] le plus grand continu de solu- 
tions (**) contenant a,, le plus grand continu de solutions con- 
tenant a,, .... Soient c,, ©», ....c, les continus distincts que nous 
obtenons ainsi (v<u). Il existe un nombre © tel qu’il est impos- 
sible de trouver dans [& x #] une suite finie de solutions (2,, #,), 
(x2, 2), ..., qui possèdent les deux propriétés suivantes : 

Les deux solutions extrèmes de cette suite appartiennent à deux 
continus c, et c,, distincts; la distance de deux solutions consécutives 
de cette suite reste inférieure à © 

Soit 2 une grandeur positive quelconque inférieure à 9 et inférieure 
à la plus courte distance de Q/ à l’ensemble de toutes les solutions que 
contient Q. Considérons l’ensemble des points de [& =< K] qui sont 
situés à une distance moindre que À de l’une au moins des solutions 
de (1): c’est un ensemble ouvert qui se compose de domaines. Soit @, 
celui de ces domaines qui contient le continu c¢(/=1, 2, ..., v); les 
domaines @, sont distincts: ils sont deux à deux sans point commun; 
ils sont intérieurs à Q; quand À tend vers zéro chacun d’eux se réduit 
au continu c, qui lui correspond. Nous avons le droit d'appliquer les 
lemmes 1, 2, 35 en substituant A, à Q : l'indice total des solutions con- 
tenues dans @, est le même en tous les points de K; il est égal à la 
somme des indices des points (a,, #,) qui font partie de c,; c'est donc 
un nombre indépendant de 4. Nous le nommerons Pines t, du 
continu c,. Il a deux propriétés essentielles : 


1° Si (comme vraisemblablement cela a lieu « en général ») les 
points de c, correspondant au point # de K sont en nombre fini, alors 
la somme de leurs indices est l’indice 7 t, dec 


0 
2 


ps 
Si l'indice 4, de c, diffère de zéro, à tout point de K correspond 
au moins un point de c,. 


Eee 


*) Une solution est Pensemble d'un point 2 de & et d'un point & de K qui véri- 
A (1). 
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16. (H’) a pour conséquence que l’un au moins des indices ¢,, 
loy..., ly diffère de zéro. D'où : 


THEOREME FONDAMENTAL. — Soit l'équation : 
(1) Zi F(z, K)}=0. 


Supposons vérifiées les hypothèses H ($ 12, p. 59) et H'(§ 15, p. 61). 
Alors IL EX\STE SUREMENT dans l’espace | & X K | un continu de solutions le 
long duquel k prend toutes les valeurs (2°) de K. 


N. B. — Ce théorème fondamental n’exprime pas toutes les consé- 
quences qu’entrainent les deux propriétés des indices &,. Citons par 
exemple la conséquence suivante : la solution (a,, Æ,), si son indice 
diffère de zéro, ou bien(*’) appartient à un continu de solutions conte- 
nant l’une des autres solutions (4,,4,), ..., (as, k,); ou bien (27) 
appartient à un continu de solutions le long duquel k prend toutes les 
valeurs de K. 


Remarques concernant les hypothèses (H'). — Signalons un cas fré- 
quent et particulièrement simple où les conditions (H’) sont satis- 
faites : celui où, en un point 4, de K, F(x, k 2 est identiquement : 
nulle (7°). 

Un autre cas important est le suivant : on connait un point 4 de K 
où l'équation (1) admet un nombre impair de solutions, au voisinage 
desquelles la transformation (2) est biunivoque. 


IV. — Applications. 


Signalons en premier lieu que les théorémes d existence établis par 
la méthode d’Arzela-Schmidt (7) sont tous des cas particuliers du 
théorème fondamental énoncé ci-dessus. 


17. Le présent chapitre est consacré à l'application d’un corollaire 
du théorème fondamental; ce corollaire s'obtient en supposant Q 


(76) Une même valeur de K peut être prise plusieurs fois. 

(27) Rien n'empêche ces deux éventualités de se présenter simultanément. 
(28) Cf. § 8, p. 55, « Remarque importante ». 

5 % 
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défini par une inégalité |a|< M, M étant une constante; il s’énonce 
comme suit : 


Tuéorème I. — Soit l'équation ’ 
(1) x—F(x, k)=0. 
Faisons les trois séries d’hypothéses : 
! L'inconnue x et toutes les valeurs de appartiennent à un 
| espace linéaire, normé et complet, &. 

L'ensemble des valeurs du paramètre # constitue un seg- 
ment K de l'axe des nombres réels. 

F(x, k) est définie pour tous les couples (x, Æ) où x est un 

(H,){ élément quelconque de &, k un élément quelconque de K. 

En chaque point # de K, ¥ (a, k) est complètement continue: 
ceci signifie que #(x, ) transforme tout ensemble borné de 
points a de & en un ensemble compact. 

Sur tout sous-ensemble de & borné, # (x, /) est untforme- 

| ment continue par rapport à k. 


En un point particulier #, de K toutes les solutions sont con- 
(H,) { nues et l’on peut étudier leurs indices par l'intermédiaire du 
Chapitre II; nous supposons la somme de ces indices non nulle. 


Enfin nous supposons démontré par un procédé quelconque 
(H;,){que les solutions de (1) sont bornées dans leur ensemble. 
| (Limitation a priort indépendante de 4.) 


ConeLusrox. — Alors ud existe sûrement dans l'espace [|G x K] un 
continu de solutions le long duquel & prend toutes les valeurs de K. 


18. Nous allons maintenant montrer comment des systèmes de 
relations, au premier abord trés différents de (1), équivalent a des 
equations de ce type (1), pour lesquelles les hypotheses (H,) sont 
vérifiées. I] serait d’ailleurs facile de multiplier ces exemples. 

Soit d'abord une équation aux dérivées particlles, du second ordre, 
elliptique et de forme normale, 

(3) sue + =|» es os sf «|: 


à ed : cc: 
dr RELEASES 
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J est une fonction continue par rapport à l'ensemble de ses arguments. 
Nous nous proposons, par exemple, de trouver les solutions de (3) 
qui sont définies dans un domaine régulier A du plan (a,, 2.) et qui 
s’annulent à la frontière de ce domaine. Soit G(@), £3 Y1,Y2) la fone- 
tion de Green de A. Transformons notre probléme en choisissant 


. Os O72 ‘ . : . 
pour inconnue —> + —, = ¢, l'équation (3) prend la forme 
Lai 2 


(4) O( Ly, mas |e La: i| Ge ema Ky ida) OU py ¥en eld die 
LA 


Je Dy vox. JL ce ds ays: ‘| ; 

Cette équation est du type (1). Choisissons pour espace 6 l’espace 
des fonctions p(x,, æ,) qui sont définies sur A et qui sont mesu- 
rables et bornées; posons ||¢ || = maximum de | o(.x,, x, )]. 

Les conditons (H,) sont réalisées : en effet à des fonctions o(2,, x) 
bornées dans leur ensemble correspondent des fonctions 


ee 


Tartes I Gris Ne pe) ng idy3: 
s 4/4 


0] fi d va 


qui possèdent une égale continuité. 
Abordons un problème plus général. 


19. Problème de Dirichlet pour une équation quasi linéaire du type 
elliptique. — Soit un domaine borné A d’un espace à n dimensions : 
Lis Los... de La frontière A’ de A est supposée régulière. Une fonc- 
tion = définie sur A(— A + A’) sera dite appartenir à l’espace abs- 
trait E, quand elle satisfera une condition de Holder d’exposant «; 
à l’espace E, ,, quand ses dérivées d’ordre m existeront et appartien- 
dront à E,. Une fonction + définie sur A’ sera dite appartenir à 
l'espace e,,,, quand ses dérivées d'ordre m existeront et vérifieront 
une condition de Hélder d’exposant «. Les normes dans ces différents 
espaces E,, E,.,,, €, seront celles qu'a définies M. Schauder (*) : 
lzl zum io [xm # sera un paramètre variant sur un segment K de 


: , n(n+i) i 
l’axe réel. Nous supposons données Asa + 1 transformations fonc- 


Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fase. |. (] 
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tionnelles : A;;(z, *)=Ai;(z, #); D(z, &); elles dépendent du para- 
mètre k; elles sont définies en tout point z de l’espace E, 5; 
elles transforment continüment ces points s en points d’un espace 
E,»3(0 <a a+2B<1), tout en étant uniformément continues 
par rapport à # quand z reste dans un domaine borné de E, : ; enfin 


les formes Ÿ Aj;(z, k)uiu; sont supposées définies quelles que 


i=}, ...,7 
J=Mc.n 


soient la fonction z et les valeurs de æ,, ©, k. 

Nous supposons également donné un élément 9(/) de e,,:4:, qui 
dépend continüment du paramètre #. 

Le problème que nous envisageons est le suivant : 

Trouver pour chaque valeur de # un élément deE, ,, 3(2,, ..., 2,3 h), 
qui vaille 9(#) sur A’ et qui vérifie l’équation fonctionnelle 


22 
(5) Ÿ Aij(s, k) =. == Dts, ET. 
On; 


— L’équation classique du type elliptique 


Os Os Os 
6 ij . Re VERRE A os 
(6) | ~ ay (2, oe , & ’ Ox,’ OLn? DE 
ne 
À a NS 
Os Oz 
= dass ans; Does À) 


est un cas particulier de (5); quelques hypothèses évidentes doivent 
être faites sur la continuité de a;; et d, qui sont simplement des fonc- 
tions de : sai tery 

S arguments : 2, ..., 3337 ri k. 

20. Nous nous proposons de ramener l'étude de ce problème de 
Dirichlet à l'étude d'une équation du type (1) vérifiant les hypo- 
thèses (H,). — Nous utiliserons à cet effet un procédé essentielle- 
ment différent de celui qu’emploie le paragraphe 18; nous croyons ce 
procédé nouveau. Soit l’équation 


PZ 
CF) > feu Thee 
à Ait k) Ox; Vax; D(z, k Es 
a= n 


ER ye 


Choisissons un point s quelconque dans E, , et un point # quelconque 
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dans K. D’aprés un théoréme de M. Gevrey (°°), (7) admet une 


solution et une seule, Z(z,#), qui soit égale à o(#) sur A’. Un théo- 
rème plus récent (°°) affirme que cette solution appartient à E,.9 9; 
et il permet d'établir bien aisément que Z(z, #) transforme continü- 
ment les points z de E,, en points de E.,8,,, tout en étant uniformé- 
ment continue par rapport à # sur tout domaine borné de E, 4. Or 
tout sous-ensemble borné de E,,¢. est un sous-ensemble compact 
de E, ;; done Z(z, k), envisagée dans E, ;, est complètement con- 
tinue pour chaque valeur de k. 

Par suite il suffit de poser 6=E, , et de remarquer que notre pro- 
bléme équivaut à la recherche des points de & qui satisfont l’équa- 
tion s=Z(z, #), pour avoir ramené ce problème à la résolution 
d’une équation du type (1) vérifiant les hypothèses (H,). 

N.B. — Le procédé employé-et-dessus est le suivant : nous avons cons- 
taté que l'équation fonctionnelle proposée se présentait sous la forme 


G(x, x, k)—0. 


(29) Voir E. Picarp, Journal de’ Mathématiques, 1890; Journal de l’École Polytech- 
nique, 1890; Journal de Mathématiques, 1900; Acta mathematica, 1902; Annales de 
l'École Normale, 1906; E. Gevrey, Détermination et emploi des fonctions de Green 
(Journal de Mathématiques, t. 9, 1930, p. 1-80). 

(50) Voir, par exemple, un travail de M. Schauder dans la Mathematische Zeitschrift, 
t. 38, 1934, p. 257, et une Note le résumant dans les Comptes rendus de I’ Académie 
des Sciences, t. 196, 1933, p. 89. Donnons l’énoncé de ce théorème, que ne peut sup- 
pléer dans le procédé ci-dessus aucune majoration moins précise : 

« Soit à trouver un élément Z(zx1, ..., 2n) de E,.. qui coincide sur A’ avec un élément 
donné 9 de ev,» et qui vérific dans A l’équation 
> Giy (Li; +; En) eas MEd ote rans 
IT, worn IE : 


J=1,---,n 
les circonstances suivantes étant réalisées : d est un élément donné de Ey; les az; sont 


des éléments donnés de Ey.4; la forme > Qij (Zi, ++, Æn)wju; est définie en tout 


EL 
1=1,-..n 


point de A; le déterminant des a;; est supérieur à 1.(0<Y<Y+8<+#). 
Ce problème de Dirichlet admet une. solution et une seule; cette solution vérifie l’iné- 


galité 
¥ Isle <C {Id lly + ile lbs, 


C étant une fonction continue des || &;;||;+3, qui dépend de la forme du domaine A et du 
choix des constantes y et 8. » 


68 JEAN LERAY ET JULES SCHAUDER. 


Nous l'avons remplacée par le système 
PER Ble X; EP. 


Et il s’est trouvé que cette derniére équation définissait univoquement 
une transformation fonctionnelle 


NF (xe fF}: 


telle que les hypotheses (H,) fussent véritiées. Ce procédé est évi- 
demment susceptible d’autres applications. Il sera généralisé au cours 
du Chapitre V. 


21. Suite de l'étude du problème de Dirichlet : Remarques concer- 
nant les hypothèses (H,). — 1° Un cas très simple où les hypo- 
thèses (H,) sont vérifiées est celui où l'on a en un point #, de K 
o(k,)=0 et D(z, k, )==0: en effet, Z(z, k,) = 0. 

2° Supposons maintenant connues toutes les solutions du pro- 
blème correspondant à une valeur #, et cherchons à appliquer les 
conclusions des paragraphes 10 et 11; l'équation x — A(x)—o du 
paragraphe 10 se réduit à l'équation de Jacobi; dans le cas où l’équa- 
tion donnée est l'équation 


(6) >, Miele ons ES [ik à eo BR AA NET Ae Pin ey Pins i) 


as ees 
Phy ccsalt 


Eee ds % 


hameau à 
OR On, or. 


cette équation de Jacobi s'écrit : 


(m= 


D ys TRUST Pari Par re 
a 1 dr; dx; 
‘ LA 12° “ 
‘ ! Pe 
+ Ÿ [dar _ Gai du _ Oa Ou | 
dd og Oi Otis te Opy OX, A 
a 
Od Od du Jd du 
= ut Ht 
Oz Op, Ax, Op, dr, 


En particulier les hypothèses (H,) sont réalisées quand les cireons- 
tances suivantes se présentent : pour la valeur particulière 4, — # Je 
nombre des solutions de (6) est impair; et aucune des équations de 
Jacobi correspondant à ces diverses solutions n'est singulière | nous 


SERRE ae 
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entendons par là que chacune d'elles admet une seule solution 
u(x, ...,æ,) nulle sur A’, à savoir u=o]. Par exemple les hypo- 
theses (H,) sont vérifiées si l’on connaît une valeur particulière #, 
de K pour laquelle les fonctions a;; et d sont indépendantes de = et si 
l’on sait qu’à cette valeur 4, correspond au moins une solution de (6). 
(Cette solution est nécessairement unique; l'équation de Jacobi cor- 
respondante ne peut être singulière.) 


22. Un problème de Dirichlet particulier pour lequel les hypo- 


thèses (H,) sont vérifiées. — Nous allons étudier le cas suivant : A est 


plan et convexe; l'équation à résoudre est l’équation du type ellip- 
tique 


RE Te NE 5 aN Ors heey, d? = 
Ty, Los Se = À 20...) ——— CNE 6 
; Ox,” GET ) ar de 


Soit une solution de (8), 3(æ,, r,; 4) (appartenant aE, ,). C’est, au 
sens de M. Rado, une « Sattelfunktion » (*') de a, et x,. En d’autres 
termes, considérons sa surface représentative dans l’espace z, x,, x, ; 
la plus grande inclinaison des plans tangents à cette surface est au 
plus égale à la plus grande inclinaison des plans qui rencontrent trois 
points de sa frontière; cette frontière est une courbe donnée sur le 
cylindre droit de base A’; nous supposons les données assez régu- 
lières pour que l’inclinaison de ces plans reste inférieure à une borne 


dx, dx, ee 


3 , a Oz Os F 
indépendante de #. Les quantités 3, ne ee possèdent alors des 
: : a Ha 


bornes indépendantes de #. 

Un théorème important de M. S. Bernstein, précisé et adapté au 
cas présent par M. Schauder (*?), permet d'en déduire que les solu- 
tions 3 de (8) qui appartiennent à E, , ont des normes |z|,, bornées 
dans leur ensemble. (Nous devons faire les nouvelles hypothèses sui- 
vantes : les valeurs frontières 9 appartiennent à e,,; a, b, c sont des 
fonctions des arguments x,, r,, =, p, 4 dérivables deux fois et dont 


(31) Rapé, Acta litt. ac. scient., \. 4. 1924-1926; Von Neuman, -/bhandlungen des 
mathematisehen Seminares, Hambourg. t..8. 1931. p. 28-31. 

(32) Ueber das Diriehletsche Problem iin Grossen für nicht lineare elliptische Differen- 
riul-gleichungen, Mathematische Zeitschrift, t. 37, 1933 (votr en particulier le paragraphe 4). 

La méthode de M. Bernstein suppose kr solution 3(2æ,, æ,) analytique : ceei conduit 
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les dérivées secondes satisfont une condition de Holder.) L’hypo- 
thèse (H;) se trouve donc vérifiée. 


ConcLusion. — Supposons que a, b, c soient indépendants de #, 
que p(k) se présente sous la forme £.9; ce qui précède établit que le 
problème de Dirichlet considéré peut être ramené à une équation du 
type (1) pour laquelle les hypothèses (H,), (H;) et (H;) sont vérifiées. 
D’après le théorème I il admet au moins une solution quel que soit #. 
D'où le théorème : 


Toute équation (**) : 


03 Os \ @*s Os 0: O?s 
Capes: +26 By, Lr} 35 9 a 
1 


*) Ox,’ Ox,) Ox Ox, | Ox, 07, 


( Oz =) 2g 
ie FE = 


Spats 2 pee a 
4) ‘gz, Ox, Ox? 


—w 


du type elliptique admet au moins une solution qui soit définie dans un 
domaine convexe donné, À, et qui prenne des valeurs données sur sa 
- frontière A'. (Rappelons que nous avons du faire des hypothèses con- 
cernant la régularité de la courbe A’, des valeurs frontières et des 
fonctions a, b, c.) 


V. — Applications (suite). 


23. Sommaire. — Nous nous proposons de signaler de nouvelles 
équations fonctionnelles dont on peut effectuer l’étude par l’intermé- 
diaire d’une équation du type 


(1) , &— F(x, k)=0, 


vérifiant les hypothèses (H) (§ 12, p. 59). 
D 
à la formation de « Normalreihen » ; il faut établir l'existence de toutes les dérivées de = 
et les majorer toutes. 

Au contraire, nous avons actuellement besoin, comme c’est souvent le cas, de nous 
borner à la considération de fonctions appartenant à Es +. 

(%) z peut figurer dans les fonctions a, b, c; le cas où z en est absent et où ces fonc- 
lions sont analytiques a été traité depuis longtemps par M. S. Bernstein; dans ce cas, 
Vunicité de la solution est assurée. Au contraire le problème de Dirichlet étudié ci-dessus 


peut admettre plusieurs solutions, peut-être même des faisceaux de solutions; quand on 
fait varier les données, des « bifureations » peuvent se produire. 
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Reportons-nous au N. B. du paragraphe 20 (p. 68): nous y avons 
considéré une équation 


(2) Cl ewan, = ON 
telle que l’équation 


(3) G(x, X, T0 


attache à tout système de valeur (a, Æ) un point X et un seul, la 
transformation fonctionnelle X(x, k) se trouvant être complètement 
continue. Nous allons maintenant étudier une catégorie d'équations 
du type (2), caractérisée par un nouveau système d’hypothèses et 
pour lesquelles d’autres circonstances se présenteront : nos hypothèses 
concerneront la continuité de l’opération fonctionnelle G(a, X, #) et 
de sa différentielle de Fréchet; le caractère compact de l’ensemble 
des solutions de (2); des particularités qui devront se présenter pour 
une valeur particulière #, de &. Nous envisagerons l’ensemble des 
solutions de (2) et nous nous proposerons d’en préciser les pro- 
priétés. A cet effet nous utiliserons la transformation fonctionnelle 
(complètement continue), X(a, /), qui est définie par (3); c’est alors 
que nous nous trouverons en face de nouvelles circonstances : la 
construction de X(x, k) s'opère en partant de l’ensemble des solu- 
tions de GE et l'existence de cette transformation fonctionnelle n’est 
assurée qu'à l’intérieur d’un domaine étroit entourant l’ensemble des 
points (x, k) qui satisfont la relation (2). Toutefois l'ensemble des 
solutions de (2) coincide encore avec l’ensemble des solutions de 
l'équation x — X(a, k) =o; cette équation est du type (1); ceci nous 
permet d’appliquer le théorème fondamental aux solutions de (2). 
Nous obtiendrons ainsi le théorème II dont la proposition essentieile 
est la suivante : les hypothèses faites entraînent que, quel que soit k, 
l'équation (2) admet au moins une solution. 

L'exemple que nous avons choisi pour donner une alice en de 
ce théorème II est le problème de Dirichlet relatif à l'équation la 
plus générale du second ordre. 


Commençons par énoncer une première série d’ hypotheses con- 
cernant l'équation (2) : 
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1” Nous supposons donnés trois espaces linéaires, normés et 
complets 6, 6, et E. 6, est un sous-ensemble de & et tout sous- 
ensemble borné de & constitue un ensemble compact de &. 

G(a, X, k) est un élément de E qui dépend du point x de 6, 
du point X de &, et du paramètre #; ce dernier varie sur un 
segment K de l’axe des nombres. 

2° Les solutions (**) a de (2) qui correspondent aux divers 
points de K constituent un sous-ensemble borné de &,. (Nous 
supposons donc que ce sous-ensemble n’est pas vide. Il forme 
un sous-ensemble compact de &.) 

3° En chaque point (x,,æ,,k,) de l’espace|& < & <K | tel 
que G(æ,, æ,, k,)—0o l'opération fonctionnelle G(x, X, #) 
possède une différentielle de Fréchet, L, (£, =, 7); L, dépend 
évidemment de la solution (x,, /,) considérée; L, appartient a E, 
est linéaire et homogène par rapport à ses arguments qui sont 

(2) respectivement un point £ de &, un point & de &, un nombre 
réel 7. 
Plus précisément posons : 


(4) Ry (2,5, 4%) = Gla t+ 2.4, + 5,4) +7) — Lit =. 7%). 


Nous supposons (°°) : 


(5) pR(Z,2,y) —R GE 0 
<M ed Pd EE | 
“teers (1S — = EAP ARE 


—/ 


|=" ||, |Z 


! 


L 


M, étant une fonction continue de |[E}}, ||, |; |, [LE 
Enfin les formules 


(6) ri: EN NT A ‘aa 


sont supposées établir une correspondance biunivoque et 
bicontinue entre l’espace produit [6 8, >< K] et l’espace 
produit [& x Ex K]. 


(#4) On pourrait étudier de même l’ensemble des solutions (4, 4) de (2) qui sont con- 
tenues dans un domaine de l'espace [& -< K], à condition qu'aucun point frontière de ce 
domaine ne vérifie l'équation (2). 

(35) Les normes sont prises bien entendu dans les divers espaces &, Gy, E. 
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25. Introduction d'une équation du type (1). — Considérons la 
transformation auxiliaire 


ry eae. ates ht me Ue NE 


où æ et y sont des points de &, X un point de &,, Y un point de E, 
k et 7 des nombres réels. Cette transformation (7) représente donc 
l’espace [& x &, x K] sur une portion de l'espace [& x E x K]. 
Grace à la troisième des hypothèses (€) la méthode des approxima- 
tions successives, maniée comme l'ont fait MM. Graves et Hilde- 
brandt (°°), permet d'étudier localement la transformation inverse 
de (7) : considérons dans l’espace [8 x EK] l’ensemble des 
points (2,, 0, 4,) qui satisfont la condition 


(2) SU. di, kyo; 


chaque point de cet ensemble peut être entouré dans l’espace 
[& XE x K] d’une petite sphère à l’intérieur de laquelle la transfor- 
mation (7) admet une seule transformation inverse uniformément 
continue 

(8) HN NE NON Le (Ge 


telle que F¥(.x,,0,4,)=2,. 


Nous supposerons même chacune de ces sphères choisie assez 
petite pour que X—#( y, Y, 2) soit de toutes les solutions éventuelles 
de (7) celle qui est la plus proche (°°) de y. 

Remarquons d'autre part que l’ensemble des points (2,, 0, #,) 
satisfaisant l’équation (2) est un sous-ensemble compact de l’espace 
[6x Ex K]. On peut donc, en réunissant un nombre fini des 
sphères précédentes, obtenir un ensemble ouvert Il de cet espace 
[& x E x K] qui contient en son intérieur tous ces points (21, 0, 4, ). 
Sur IT et sur sa frontière la transformation inverse (8) est définie, est 
uniforme et est uniformément continue par rapport à l’ensemble des 
variables (y, Y, 0). 


(36) Moir : 1° HizogeraNoT and Graves, /mplicit functions and their differentials in 
general Analysis (Trans. of the Math, Amer, Society, |. XXIX, 1927); 2° GRAVES, 
Implicit functions and differential equations in general Anulysis (idem). 

(37) La notion de distance utilisée ici est celle qui règne dans Vespace &. 


Ann. Ee. Norm., (3), LI. — Fasc. |. 
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Soit Q l’ensemble des points (y, /) de [6 x K] tels que (y, 0, /) 
appartienne à II. Q est un ensemble ouvert et borné de [& x K] qui 
contient en son intérieur toutes les solutions (2,, #,) de (2). 

F( y, 0, l) est une transformation fonctionnelle définie sur Q, uni- 
formément continue par rapport à (y, /), et dont toutes les valeurs 
appartiennent à &,. (Les valeurs prises par (y, 0, /) sur Q consti- 
tuent donc un sous-ensemble compact de &.) L'ensemble des solutions 
de (2) est identique à l’ensemble des solutions de l'équation 


(9) oo FX, Oak) = On 
et cette équation est du type (1), les hypothèses H (§ 12, p. 59) étant 
vérifiées. 

26. Supposons donc vérifiées les hypothèses (H’) (§ 15, p. 61). 
Autrement dit faisons les nouvelles hypothèses : 


En un point #, de K l’équation (2) admet un nombre fini de 
solutions; nous les connaissons toutes; on peut, grace au Cha- 
(ae’) pitre II, étudier leurs indices relativement à la transformation 


(10) ¥ =e = F(z, 6, 4K); 
| la somme de ces indices diffère de zéro. 


Le théorème fondamental (p. 63) s'applique directement ; il fournit 
le théorème suivant : 

Tutoréme Il. — Soit l'équation (2). Supposons vérifiées les hypo- 
thèses (IC) et (de'), Alors 11 ExISTE SUREMENT dans l’espace [8 X K] un 
continu de solutions le long duquel k prend toutes les valeurs de K. 


27. Soient un domaine A d’un espace à n dimensions : tri, oye) 
et une équation aux dérivées partielles du second ordre dépendant 
d’un paramètre # : 


(11) ACT ss La; =; Pis sees Pas LATOR Gel ty es Cerne nr: K)==0 


(=: YY =~ 4 Os 
the: Oz;? = Jean)" 


Nous supposons la frontiére A’ de A suffisamment réguliére et la 
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fonction f dérivable un nombre suffisant de fois par rapport à ses 
divers arguments; le paramètre # décrit un segment K de l’axe des 
nombres réels. Considérons le problème de Dirichlet qui consiste à 
trouver pour chaque valeur de & une solution de (araiyead apr. HE), 
dont les dérivées secondes satisfont sur A une condition de Holder 
indéterminée et qui prend elle-même, le long de la frontière A’ 
de A, des valeurs données à l’avance; nous supposerons ces valeurs 
nulles : ceci ne restreint pas la généralité. Nous nous proposons 
d'appliquer le théorème II à ce problème de Dirichlet. Nous ferons à 
cet effet deux hypothèses : 


1° L'équation (11) est du type elliptique au voisinage de chacune 
de ses solutions; ceci signifie que la forme quadratique 
Oz Os d?z 025 d? z 
HE a RS LE 7 On’ 02? Ox, 0x,” Ox2? i) 
y= Ori; 


it ee 
ye) Preys 


Uj; 


est définie quand (z, /) est l’une quelconque des solutions. 


2° Les dérivées secondes r,; des solutions (**) du probleme sont 
bornées dans leur ensemble et satisfont dans leur ensemble une 
même condition de Holder (°°), d’exposant «. 

Si A est un domaine plan (c’est-à-dire si n = 2), il suffit de sup- 
poser que l’on connait a priori une borne supérieure des dérivées 
secondes r;; : il résulte (*°) alors des hypothèses faites que ces déri- 
vées secondes satisfont dans leur ensemble une même condition de 


Hôlder. 


(#8) Nous supposons que, pour une valeur de & au moins, l'existence dan moins une 
solution est assurée. 
(39) En d’autres termes : on peut trouver trois constantes z, Cy et GC, telles que les 
dérivées secondes r;; de toutes les solutions du problème vérifient les inégalités : 
lrij( 4%, sees Li) AU: 
| ; itor Bn) | < Cg faye + + fan ely 
riad, «++. An) — Tijd, MES ER NET EX sc " DA 
(4°) Se reporter au travail cité dans Ja note (**). 


6 


76 JEAN LERAY ET JULES SCHAUDER, 


Nous allons prouver au cours du paragraphe suivant que l’équa- 
tion (11) est alors une équation du type (2) vérifiant les hypothèses (dH). 


28. Nous choisirons (*') dans ce cas pour éqüation (3) la sui- 
vante : 
Os 0s OL LZ aL ,\ 
(12) f(a. PVR PAS Oz,’ a | dx,’ On?’ Ox, Or, tety 0x2? VE 


L'espace & sera l’espace des fonctions z, définies sur A, nulles 
sur À’, dont les dérivées premières existent et satisfont une condition 
de Hélder d’exposant y < x; l’espace 6, sera l’espace des fonctions Z 
définies sur A, nulles sur A’, dont les dérivées secondes satisfont une 
condition de Hélder d’exposant y; l’espace E sera l’espace des fonc- 
tions Ÿ définies sur A, qui satisfont une condition de Hélder d’expo- 
sant y. Les normes |3|.,, |Z|-.2, |Y}, seront celles qu’a introduites 
M. Schauder. 

Les hypothèses (3€) n° | et 2 sont manifestement satisfaites; (3,,#,) 
étant une solution du problème, nous poserons 


. 


Js ds pats Os O23 
cs D os («1 ea 749 Ge 0x,’ Oxr’? Ox, 0, Ox? += 
i=1,..., n Ori Ox; Ou; 
/=I, nu R 
Ad li: ho FAO PUS) 
D dpi Ox; ä. 2 * dk“: 


iSite. 


Un théorème déjà cité (*°) nous assure que les formules (6) éta- 
blissent bien une correspondance biunivoque et bicontinue. Pour 
prouver (**) l'inégalité (5) nous remarquerons tout d'abord que : 


R,(E, =, 1.) 


Mn FE ht) de 


I * © 5 > 
= (1—t) — (rates nb et dE La 
ri 


6 PAR MES Ox, ‘0x? 


| 


rs 
0 


(‘t) Ge choix est assez arbitraire : on pourrait dans (12) substituer à quelques déri- 
wees ; OL 
\ces — les dérivées — correspondantes. 
OX; dx; P ; 4 
(**) Nous employons un procédé déja utilisé : voir les pages 697-701 du Mémoire que 
cite la note (5). 


— 
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La quantité sous le signe fest de la forme 


0& Dsad Ein ds EN 
(1— £)Q Re peed res 1) À Po ANS : 
È ) aE On >, Ox? ” Ox, Ox, dx? ? 
CEA OF d?s PE 
ARTE EE TR poe de Ox? Fes) she tx, 


Q, étant une forme quadratique par rapport aux variables Ë, ...,7; 
les coefficients, J, de cette forme dépendant des variables a,, ..., 
k,+ty. Par exemple le coefficient de &? est 


0? Os: dE Ors dE 
— PNEU ge A tages ae Teen ol ee yee? : 
ds? Î (+, ; HP RG MER Luke MT Vo tx): 


Pour justifier l'inégalité (5) il suffit d’établir que chacun de ces 
coefficients J vérifie une inégalité 


Nes oe! by Jal 
{NEN FUE + lx +e ANE + ix' li 
x {EE ENE Ney pl 


N, y représente une fonction continue de |Ë|, [E{, |4{, [| JEL lx’. 
ie l’ expression peut varier suivant la solution (z,, 4, ) de (10) que 
nous envisageons. Or cette dernière inégalité est une conséquence 
immédiate de l'identité 


J(fz, tS, dy) —JI(tz'. te’, tz’) 


ike a pO ee dE Te OE ANT 
=| 759 [otis te HE Hi (TE) 


wep yt ty + (y 7 | db 


Toutes les hypothèses (3€) sont donc satisfaites. 


29. Remarques concernant les hypothèses (J¢’). — Supposons main- 
tenant connues toutes les solutions du problème qui correspondent à 
une valeur particulière k, de Æ; et cherchons à appliquer les conclu- 
sions des paragraphes 10 et 11; l'équation x — A(r)—o du para- 
graphe 10 se réduit à l'équation de Jacobi (**). En particulier les 


(#3) Voir Encrelopädie der mathematischen IT issenschaft. Analysis. |. WE. p. 1325. 
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hypothèses (3€') sont réalisées quand les circonstances suivantes se 
présentent : pour #, = # le nombre des solutions est impair et aucune 
des équations de Jacobi correspondant à ces diverses solutions n’est 


‘ 


singuliére. 
Les résultats acquis nous permettent d’énoncer par exemple la propo- 
sition suivante : 
Soit à trouver une solution z(x,,...,æ,)de l'équatos du deuxième 
ordre, 
3 3 25 O73 O73 
(13) f(a. ive ER De ee o: ae ioe aaa k) =o, 


qui soit définie à l'intérieur d’un domaine donné et qui s’annule sur 
sa frontière. Supposons que, pour 4 =o, (13) soit du type elliptique 
et possède une solution dont les dérivées secondes satisfont une con- 
dition de Hélder. Faisons varier & continiment : le problème ne peut 
cesser d'admettre de solution tant que l’une des deux éventualités suivantes 
ne s'est pas pas produite : 


a. Il est apparu une solution au voisinage de laquelle (12) n'est pas 
du type elliptique: 


b. A des valeurs du paramètre comprises entre o et Æ correspondent 
des solutions, dont les dérivées secondes vérifient chacune une condi- 
tion de Hôlder, sans qu’il existe une méme condition de Holder qu’elles 
vérifient toutes simultanément. 

Quand n = 2 on peut même affirmer que si l'éventualité (a) ne se 
présente pas la suivante se réalise : 

b. A des valeurs du paramètre comprise entre o et 4 correspondent 
des solutions dont les dérivées secondes ne sont pas bornées dans 
leur ensemble, bien que chacune de ces dérivées secondes soit bornée 
et vérifie une condition de Hélder, particulière à chacune d'elles. 


LES 


SUBSTITUTIONS D’ORDRE 2 


DES 


GROUPES LINEAIRE, HERMITIEN, GAUCHE ET QUADRATIQUE 


DANS UN CHAMP DE GALOIS 


Par M. ve SEGUIER (') 


CHAPITRE III. 


GROUPE QUADRATIQUE. 


38. Prenons l’invariante a sous la forme 


a=Muyirty (b= bay+ex’+e'y*), 


b, c, c' étant dans €, et b?— 4cc'=6 étant supposé #0, à moins 
que b=cc'=o. Je désignerai par 4 le caractère quadratique de © 
(9 =1, sid=o). Si Ÿ est irréductible (6 = —1), on peut (I, 24) par 
un changement de variables à coefficients dans €’, mettre | sous la 
forme x, yy = 2,2, [v =v+ 13 2,=2(xe—vy), gu = ce, ¥(v, 1)=0). 
La substitution réelle y qui multiplie x,, ..., 2, par: et x,, par une 
racine £ de &**'=1(done y,,=<,, par £*) sans altérer les autres variables 


FT —1 = 
multiplie a part. Je désignerai par o la substitution y * m,, A RE À 
Cette substitution multiplie æ,, ...,æ,par — 1 sans altérer les y cor- 
respondants. Elle multiplie z,, par — 1, et y,, par 


™—1 A—1 
(+1) =— = 
— = , aaa bs 


S - 


(1) Ce Mémoire fait suite à celui qui à été publié dans ces Annales (juillet et août 1935). 


é x 
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qui n’est pas conjugué de —1. Doncg est dans A’(n, x?) hors de A(x, ñ). 
Si | est réductible (8 =1), on peut encore par un changement de 
variables à coefficients réels mettre } sous la forme 2,y,, x, et y, 


FH —1 x 
étant réels. Qn prendra alors p=y * , y étant la substitution réelle 
qui multiplie x,, ..., a, par +, sans altérer les y. 


HE Sas 


39. Sin=1, etsia=.xr?, A=}d\, A’=I, n’ont d’autre s, que d. 
Les groupes A°, B, &, CL’, @ se réduisent à 1. 


40. Soit n= 2. Alors (1, 25) on a A=3m,,, t, |, où 5 est d’ordre 


+ —0-dans Chett, = LA FA = Miel (1,34), B= 3m... } (1,39). 
Ji % 
B, étant d'ordre — , n’a pas de s, si 7 — 0 £ 2 mod#, et n’a pas 


d'autre s, que d si x — 0 = 0 mod4. 

A°, étant d'ordre x — 6, n’a qu'une s,, qui est d. 

A, étant diédral d’ordre 2(7 — 4), a trois classes de s, représentées 
par d, t,, t,m,, (E, 20), le nombre des éléments de chacune des 


4 j T —F 
deux derniéres classes étant 


2 

Les substitutions de A’ sont (I, 25) de la forme y“ mi,, ou, sit est 
irréductible, de la forme y*t\. Elles sont hors de A pour co mod? — 1. 
A’ est donc d’ordre 2(x — 1)(x — 9). En faisant les deux hypothèses 
¢=0, 1, on voit directement qu’une s, hors de A ne peut exister que 
si) est réductible, et qu’elle a alors une des deux déterminations 9, do, 
que t, trans forme l’une dans l’autre. 

Ainsi A’ n’a de s, hors de A que si best réductible; et alors ces s, sont 9 
et do, qui sont conjuguées. De plus, quel que soit À, les deux classes 
de s, non normales de A se réunissent, dans A', en une seule classe, 
car Y'1Y=t,m,, (3o=!, si Ÿ est réductible, c,= £'-*, si Ÿ est 
irréductible; 5, est toujours d’ordre x — 9). 


41. Soient N, N’, N°, P les normalisants respectifs, dans A, A’, A°, 
B, d'une s, s £ d. 

Pour déterminer N, N°, P dans les cas s=2, ous—t,m,,, il suffit 
de rappeler que, dans un g,,, diédral défini para” = b?—1, ba.b=a-"', 
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le normalisant d’une s, s de ce diédral est le g.{s| siz est impair, et 
le gi{s, a} si m pair = 24. Ici, pour A, m— 7 — 0 est pair. 

Pour déterminer N’, on peut supposer s = ¢, ou 9. 

Si s=4%, on a N’={z,, 1}. En effet, ce groupe contient nor- 
malement ¢, et son ordre est bien 2(r—1), quotient de l’ordre 
2(%—1)(m — 9) par le nombre r — @ des conjugués de ¢, dans A’. 

Si s— 9 (v est alors réductible). N’ contient évidemment le produit 
direct {m,;}{y}. Done, 9 n'ayant que deux conjuguées, N’ est d'indice 2 
dans A’ et coincide avec ce produit direct. N’ étant ici dans A, on 
a N=N’. On voit ensuite que N°— A° et que P — B. 


F- . L 2 . : 
42. Posons maintenant = =, x, et y, étant les variables, réelles 
Pa 
ou non, telles que L— x, y.. 


Alors &°—{(5°:)} est d'ordre = beg n’a des, que sin— §=o(mod 4); 


et alors, il n’en a qu’une, qui est (— 3). 
={(o'z)} se confond avec @° si r—0=2 (mod4). Si 
x — %=0(mod4), il est d'ordre = 


Du sir —0=—=0 (mod8). 
=o sr) r pS CL, ( 27") } est {Era d'ordre + — 6, 


— Ô 
est PRES il en a 


() 3 ; 
» et contient (— =) toujours et 


hors de &°, qu’une ou deux classes de 5, ; si 


= 


deux, représentées par (2~')=(#,) et (9° ss mi); si— 
impair, il n’en a qu’une, représentée par (s~') = (t,). 

=| A, (92)} [(y)= (95) quel que soit $]—=)(e3), (7), 
diédral d’ordre 2(x — 0) a trois classes de s, représentées par 

r —0 
ir) (Oe y(t, 7) vet Lycian). (La substitution 
r—0 mH 

réelle y * coincide avec 9 si | est réductible, avec le ; |. si vest 
Cle) La première est toujours dans & hors de cv’. La seconde 


est toujours hors de & [c’est le produit de (s~'), qui est dans &, 
par (3), qui est hors de &]. La troisième est Ce F FAN et 


seulement si — = est de la forme 5°"3, c’est-à-dire si = AT pair; et 


elle est alors dans &". 
Ann. Fe. Norm., (3), LI. — Vasc. |. 
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Les groupes &, &’, CL’, & étant diédraux ou cycliques, les norma- 
lisants des s, obtenues se déterminent d’après les principes généraux 
rappelés au n° 41. 


43. Soit n=3. Alors B=U(2, x) (I, 40). Or on a vu (12) que 
4L(2, 7) n’a qu'une classe de s,. On peut la représenter par une 5, 
quelconque de B, par exemple pars, —#to; Mix, — ck étant un carré ('). 

A= £(2, 7) (1, 40) = 4% (2, +) (I, 5) a deux classes de s, (12), 
dont une peut être représentée par s,—1,,m,, (— kc étant carré) et 
l’autre par s,=5,m,, qui est hors de B, donc non conjuguée de s,, ou, 
ce qui revient au même, par fy, et oi Mix. 

Toute s, de À — A°D hors de A° a la forme ds, s étant une s, de A°; 
et deux s, ds et ds’ sont conjuguées dans A toujours et seulement sis 
et s’ le sont dans A°. De même s et s’ sont conjuguées dans A toujours 
et seulement si elles le sont dans A°. Donc les classes de s, de A sont 
représentées par s,, 52, d, ds,, ds. 

En changeant # en — #, ce qui revient à remplacer s, pars, — 4,5, 
ets, pars, — d,5,, on peut représenter les deux dernières classes de A 
par ds, = t,s,, ds, —t,5,. Donc les classes de s, de A peuvent être repré- 
sentées par 

Si lorllils 1S; ins CDS: Co SR ts 
On peut encore remplacer s, et Ps par t,,d,ett,,m,_ . Les classes de A 
hors de A° sont alors représentées par £, et ¢,m,, (*). 


(1) On à CI, 32), 


où (I, 28), 


Loi NM, 612 = Uor, V 0,1,(C 4) 1 Uo, tho 


a we x 
Vine SS vy #1 ; 
dr Vi zeke — ent, | 
Vor n= 4 Von: foi = loti, fo=|v,— a}. 
(*) Les substitutions dlp, = tint. et deypnux = ti myx sont, dans le diédral 


lie), conjuguées Pune de /,, Pautre de 4,214. Done 4, est conjugué de /, ou de tymis. 
Or, pour que 4 soit conjugué de fimmin, il faut, d’après la correspondance indiquée 


malt p 
(1, 40) entre A°= A) Det L(2, 7) que — — qui répond a (4 Min), Soit conjugué de — = 


aay 5 ch 4 
qui répond à 4, done que — — et — 3 soient toutes deux dans U(2, =) ou toutes deux 


hors dv (or, =), done, que leurs déterminants, ch et — 1, aient le même caractère qui- 
dratique. done que À ait la forme — c2?. Cette condition suflit; car, si elle est remplie. 
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Enfin A’= AI = API (I, 24), A° étant premier à I. Donc toute 
substitution de A’ hors de A a la forme [1"]a—=a’, à étant dans A, 
et [1] hors de D, donc :*Z1. Pour que «?=1, il faut donc que 
a°*==[1~"]?; d'où A° étant premier à I, t’—1 contre l'hypothèse. 
Donc A’ n'a pas de s, hors de A. Il est clair d’ailleurs que deux 
substitutions de A, conjuguées dans A’, le sont dans A. Donc les 
classes de s, de A sont aussi les classes de s, de A’. 

On a B=B, et (I, 24,39), V=A=A°=A", Donc @ n’a qu'une 
classe de s, représentée par (s,) = (t),m,,), et A’ = A = &° a, hors de @ 
une seule classe de s, représentée par (t,,mxx). 


ty est conjuguée de celle des deux substitutions Œfimix (¢ = 0, 1) qui a pour détermi- 
nant — 1, c’est-à-dire de ¢, 72. : 

On peut d’ailleurs trouver directement ce résultat en cherchant une substitution x de A 
telle que 492 = at, m,, ce qui donne 


’ 5 a F2 . 
Hy pA Ay 1 — SpoL SAC Br wr + Fy I+ Brow), 


Q mr à Pere a 
pitit 3, CAN Es Bot = h (ay apt 2 1Vit ox), 


4 L Æ (TN SES . L 2 7 
Lot Li + Ly Ni — Lo0 € = Loi d'à + Log Vi + Lo Z- 
D'où 
t — # > — L — — — 
Bi, = A 4), Br Fay, By =—h Sao, Apy = 0. 
Done 
LA 
ir 13 Lo 
LA 
Hin Hay Zio 
ed ee ee 
h h h 
A 
Zor Loi 9: 


Pour que « soit dans A il faut et suffit que Von ait (cf. 1, 26) 


ar, CPE a 2 
5 ry 0 = , 
errant 9) GF a aa ee, = thy een FAA + ACA Ay, =I. 


Les trois premiéres donnent 


9 4 pias Sess , x 
ch = — 2}, iy = E20 Loss Spee Zier €, € 


La dernière donne alors, en éliminant #, 


241%, (1 — 2 = ke 
Done en prenant <e’ = —1, on peut construire 2 dès que — eh est carré. 

Ainsi ty est conjuguée de tim, toujours et seulement si — ch est carré. En particulier 
ly est toujours conjugué de time. 

Si d’ailleurs fo% = 2¢,7,,. en posant (1, 34, 39) à = miuÿ, 5 élant dans B, ou 
à lo 3= Btimn, C'est-à-dire que { peut être transformé en {mx par une substitution 
de B. 
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Le normalisant d’une s, quelconque de A’ ou de &’ dans un des 
groupes considérés pour n = 3 résulte de l'étude faite de £ et de U, 
et de la notion de produit direct (A! et A sont les produits directs 
de A° par I et D respectivement). ù 


§ laa. 


44. Soit n=4, et supposons Ÿ £0, il est avantageux ici de com- 
mencer par les groupes @, &°, CL, CU’. 

Soit d’abord  irréductible [d est ici dans Aj, hors de B (I, 39)]. 
Alors 8 = C° = U(2, 7”) (I, 40) n’a qu'une classe de s,, qu’on peut 
représenter par (£,2). 

Considérons [A ]—{UL(2, r°), :}= A (I, 40), 3 étant la variable 
de U(2, r°). Soit sa, une s, de [&] hors de U(2, 7), a= ee. 
Je supposerai «3’— Ba'—1. La condition 34,—(3a.) ‘ donne, en 
désignant par + un facteur de proportionnalité, 


(1) a= 78’, a’ = — Ta’, B—— 76, DES Te 
ces relations sont compatibles avec af — Ba’—1 toujours et seule- 
ment si t?—=1. 7 sera dit le caractère de la s, za, 


45. Je dis que, dans [Q], sa, est conjuguée de — 3-* ou de 3 suivant 
que T——1, ou se [d’après la correspondance établie (I, 40) 
entre et [CL], — s~' répond à ¢,; d’après la correspondance entre @ 
et U(2, 7°), — 37! répond à dt,,; donc (— 3-')(—3-“') = 5 de [&] 
répond à £, dt,,— dt, — dmut, de {B, t,} =] et que — 3-' et 3 ne 
sont pas conjuguées. On verra, en même temps, que deux s, conjuguées 
peuvent toujours étre trans formées l'une dans l’autre par une substitution 


de U(2, 7”). 

Soit zA, une substitution de cl, À. = 
dans U(2, x”). 

Pour qu'elle transforme za. soit en 3, soiten — 3~', il faut et suffit, 


s étant permutable à chacune de ces deux substitutions, que A, opère 
la méme transformation. 


As+2 ; : : 
peep (Ap! — pA’=1) étant 


Si A,3¢,=(— 37')A,, on a, f désignant un facteur de proportion- 
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nalité, 

(2) ai fi, Bi+Ba= ju, 
Eat, Bi + Bl p'=— fu, 

jointa | 

(3) | Ap! — pdt, 


En tirant A’ et y’ des deux premières et en les portant dans les deux 
dernières de (2), on obtient d’après (1), À et uw n'étant pas simultané- 
ment nuls, 


(4) T+ff—0. 
En les portant dans (3), on obtient 
(5) BAA + BAe — ou) — ape f. 


Si les conditions (4) et (5) sont remplies, les équations (2) et (3) 
détermineront complètement À et p’. 

Si t=1, (1) et (5) donne f —— /, d’où, d’après (4), f?=1, ce 
qui est contradictoire. 

Sit——1,(1) montre que «’ et 8 sont réels, et que B—— «x. Le. 
premier membre de (5) est alors une forme hermitienne; on a 
ici f= f, d’où, d’après (4), f?=1. Alors (5) a des solutions en A, y 
comme le montrent, par exemple, les formes canoniques rappelées 
au n° 16. Donc za, est conjuguée de — 3 toujours et seulement 


st 7 =—1. Done 2 n'est pas conjuguée de — 3°". 


AG. Sid,sa,== 2A., ona, / désignant un facteur de propoftionnalité, 


had; BA + 6'p = fu, 


6 : é 

: : aA + ot! = fN, Bx" + Bi pls fu: 
joint 

(7) Ap! — uk =1. 


En éliminant À, x, 4’, x’ entre (6) et les équations conjuguées, on 
obtient, d’après (1), À, u, A’, u/ n'étant pas simultanément nuls, 


(8) eff 0. 
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D'ailleurs (6) donne, en tenant compte de aff — Ba’ = 1 
7 


(9) (Ap! — pr’) fr Cie! — 20"). 
Donc, d’après (7) et (8), Le 
(10) ig ti: 


Si (10) est vérifiée, il résulte de (6) que Ay’ — pA’ est réel. 
Prenons alors, comme élément définissant de €, © =v — v, au lieu 


b 
de v= — — + < on aura 
2C 2 
A=A, +A, N= À, +, a = A+ WA, œ'—= ay + wa, 
P=Potow, p= py +op,, B=B,+ of, B’=6)+ of), 
ns À 1 L e La LA Ô LA 
Ais is Uris iy Xin Os Bi, B; (C=O, 1) étant tous réels, et w? = <a étant 
un non carré de C. Faisons de plus f= 1. Alors (1) donne 
(11) : X= iPe=— 0, Bot, Pi=— 04, 
et a3’ — Ba’ devient 
(12) as — &?( x? + x, B:)—1. 


Les deux premières équations (6) donnent, en termes réels, 


(&o— 1) Ay — wa À — Mai =0, 
Oy hy — (Ag+ 1) À + & Ho = 0,. 
(13) ; 
— fi + (to — 1) Ho + @)? Oy Py =O 
Biro — & Bo — (a%+1)p,—0, 


Aor À Mos Ye, vérifient les mêmes équations. 

Les équations (13) se réduisent à deux. On peut le voir en vérifiant 
que tous les mineurs à 9 éléments du déterminant sont nuls, ou, plus 
simplement, comme suit. 

Si «, = 8, =0, les deux premières équations se réduisent à une, et, 
de mème les deux dernières. 

Si l’un des coefficients B,, « est #1, on peut résoudre deux des 
équations (13) par rapport à à l'un des couples X,, A, ou po, 1. Les 
deux autres s’évanouissent en vertu de (12) quand on y substitue les 
valeurs trouvées. 
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Ainsi on peut exprimer Aj, A, Uy, Uy, à l’aide de deux solutions 
particulières (g%, 81, /o, h,) et (g’,, g',, A,, h,) du système (13) et de 
deux paramètres réels x, y, ce qui, en posant 


BH = ES, h,+vh,=h, Lo + V2, = 2", hytuh\=h, 


peut s’écrire 
.= grt g'), p—=hx+hl). 


On aura de même, x’, y’ étant d’autres paramètres réels, 
N= ge'+ g'y’, wa he hy’, 
La condition (7) s’écrit alors 


( gh' — hg’) (x7 — 3x) =1, 


et il suffit de déterminer les paramètres réels x, y, x’, y' de manière à 
vérifier celte équation. Comme f=1, Au’— ud’ est réel en vertu 
de (9), qui résulte de (6). Il en est donc de mème de gh’ — hg’. 

Ainsi & a trois classes de s, représentées par (ty,) (44) qui est 
dans &° = @, et par (t,) et (t,) qui sont hors de &". 


47. Le groupe CU = A'/Lestisomorphe augroupe[U'] =[A]+G[a], 
où y =(Es), &*'=1, en sorte que [A’] =| (2, 7°), =|. En effet 
4 transforme les éléments de [A] comme y transforme ceux de &. On 
le voit en prenant comme générateurs de cl = Al/I les complexes IP, ., 
10, _, (2 parconrant C’) et It,, et, comme générateurs de [ct], les 


substitutions correspondantes (I, 40) z+5, ree ig Pet en 
observant que g”, qui est dans ‘U(2, =”) correspond de même a ly” 
de BI/I. 


Toute substitution 5 de [t’ | hors de | ct] a la forme 


Si ¢<=1, les conditions pour que 5 — 5°" sont, en désignant par ¢ 
un facteur de proportionnalité, 
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En égalant le déterminant des premiers membres à celui des seconds, 
on a Ë— p°Ë ou E'*=¢?. D'ailleurs, la deuxième équation donne 


. a= += LP fa A 
— p= xt, d'où 21m — Fi—t4hu—m) d'où œ'?—£1+AmH), 


ce qui est impossible, le second membre n'étant pas carré. 
Donc < =o et toute s, cest dans (2, x”). Or on sait (12), que ce 
groupe n’a hors de U(2, x”) qu'une classe de s,. Cette classe con- 


tient (45) (— :)= (- :)(€s) qui correspond a (t,.y). Cette substi- 
tution représente donc l’unique classe de sy de U' hors de &. Elle est 
d’ailleurs de seconde espèce, car (t,.7)?=[t]. 

Les deux classes de s, de Cl, dont les représentants indiqués (¢, ) et 
(4) correspondent à (-- 3‘) et (z) se réunissent en une dans &, 
car g7'(3) g=(2)(E*'s) a le caractère — 1, donc (45) est conjuguée 


de (— 3). Ces substitutions sont évidemment de première espèce. 

La troisième classe des, de & est l’unique classe de s, de &, 
représentée par (¢,,) (45), correspondant à l’unique classe de s, 
de U(2, =?) représentée par (— 37") (12). Cette substitution est 
évidemment de première espèce. 


48. Supposons maintenant Ÿ réductible (‘). Ona(1, 40) B=UU, 


(s = _. u — =), et toute s,0 de U.U, est de la forme «.B,, a, étant 
2 2 : 


dans VU, et B, dans IL,,; de plus a? = B%— 1, l’une au moins des substi- 
tutions «., 3, étant d'ordre 2. Comme AL, n'a qu’une classe de s,, co 


est nécessairement conjuguée de l’une des trois substitutions (— =) 


~ 


: 
(— *), (— *) (— =) auxquelles répondent respectivement dans @, 


~ 


(Riss) at (d, Tia) (Sus,1) = (d, dt tio CHINE S 1) (tie) (1, 28, 
29) (*). 


en 


(1) On peut supposer (1, 24), ou bien que v'= v = » et que 4 = 0, ou bien que v=1, 
v= 4, et que Ÿ est 4 o. Dans (I, 40), on a pris la première hypothèse; on adopte ici la 
seconde; les résullats sont identiques. 

.(?) On a vu (44) que, si ÿ est irréductible, @ (4, =) "n’a qu’une classe de s, répré- 
sentée par (£1:). D’après les résultats du texte, @ (4, 7?), qui contient (4, x}, a deux 
autres classes de ss, mais qui sont hors de B(4. a P 
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Si—1 est carré, on peut représenter respectivement ces trois 
classes par (— 3), (—u) et (— 3)(—u) ou, en posant —— 1, par 


Ez Eu Es 
(5): (5) et (3) (5) : leurs correspondantes respectives dans @, 


e—1 eg e—! 
sont (m, Ma e- + (m, M <)> (d,). 
Comme d, Te di T vat. eres = d, (d;T,,) et (d,T,,t,.) sont de première 
ou de seconde espècè suivant que — 1 est carré ou non (5, 6); (t,2) est 
évidemment toujours de première espèce. 


LY 
hu 
= ALU, wy} —[A°]. Toute substitution c de [&°] hors de U.U, 


a la forme (Nz)a, (Nu)8., a sans dans U, et 3, dans U,, c’est-à-dire 
la forme «,8,, a, étant dans £, hors de UL., et 8), dans £, hors de U.. 
Pour que 5 soit d’ordre 2, il faut et suffit que les deux substitutions a. 


49. En faisant correspondre m=, % à Mn), on voit que 
u 


et B, soient d’ordre 2. Comme £, n’a, hors de U., qu'une classe 


de s, (12), représentée par is et que toute cette classe s’obtient en 


transformant = par U, (15), o est toujours conjuguée de 


—='N —N\  /f-—1t —1 
NES ree ns 
qui répond à (t,,m,y) de CL°; comme tam, = 1, cette s, est de première 
espéce. 
Comme ‘1, et U, sont normaux dans [ &°], aucune substitution de 
ce groupe ne peut transformer l’une dans l’autre deux des substitu- 


tions (=) (=): (= :) (=). Ainsi les trots classes de @ restent dis- 


u = 


tinctes dans 4°. 


50. En faisant correspondre Er 6 “ha tz, on voit (I, 40) que 


A= | us My, t} —[A]. Toute substitution o de [Ct] hors de [cv°] 
a la rae yet: (< =0, 1; a, dans ‘1U., B, dans U,) ou ta, 8), en 
posant (N°s)a.= a, (N°u)B,= B,. La condition o*? =1 donne 

T= tal, Buto: B, = ab: a: By. 


d’où B.— a". Donc o a la formeta_ "= at, '—=(Nu)auta, (Nu). 
Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fasc. 1. 12 
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En posant y,—(N°u)x,' (Nu), qui est dans [@], on voit 
= 7, (N8u)t( Na) yu. 


Donc 5 est conjuguée dans | cl], de (New) 1(N-?w) = 1 (N°3) (Niu). 
D’ailleurs 1(Nz)(N-'w) n’est pas conjuguée dans CL, det, car elle 
devrait être transformée de + par une substitution de la forme 
mi B,(r, €==0, 1), en sorte que 


t(Ns) (Nu) = Bz! az! nz té Bu—t Bz! as as Bu, 


et (Nz)(N-'w) serait dans 1, 1L,. On verrait de même que t(Ns)(N~) 
ne peut être conjugué de t(ANz)(A-'N-'w) que sif est carré. ~~» 

Donc [&}] a, hors de [°], deux classes de s,, représentées par t 
et t(Nz)(N~'w) ou, plus généralement, par 


t(hs)(k-'u) et EAN Sth aUNT bee): 


auxquelles répondent dans &, (4,) et (¢.m.,), ou, plus généralement, 
(t,m,) et (tem 1), toutes deux de première espèce. [On verra au 
n° 51 que (tw) correspond à (y), donc (13) à (t. yt, ). | 

Il est clair que: transforme l’une dans l’autre les deux classes de s, 


: dla” = 
de | &°] représentées par ( ) et ( 


} et transforme en elle-même 
chacune des classes représentée par (=) (=) el (=) (=). 
Donc les s, de CL qui sont dans A" forment trois classes représentées par 
(d,T,2) [ou par (d,T,:4,:)], (tia), et (tism,), la dernière seule étant hors 
de (A. 


51. En faisant correspondre 4, = (14) à y, on voit que 
[y= LX] + ma] 


est isomorphe à &'—A+(y)&. On remarquera que pel] se ei al 
et que les substitutions 3, et y.=1j,t correspondent respectivement 
à y et ty, suivant la même loi que les substitutions 5, de ‘U, et x. 
de UW, aux substitutions r de W ets de V. En prenant | V, YU {== NS 
et; W, y = W’, le produit direct °°, correspond à V'W'; mais Y 
n'est pas permutable a toute substitution de V, ni donc t, yt. à toute 


4 
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substitution de W. Toute substitution o de [&'] hors de [&] est de ia 
forme 4,1°uja,8, (€, 4 — 0, 15 étant dans AL, et 3, dans L,.). 

Sice=1, cala forme y,ta, 8, & —(N'z)a., 3 =(Niw)6,. La con- 
dition o?=1 donne 


= Jut a; Bu Guta, ye Cia B: Gz a, Bic. 
D'où 
Ju (N41 U) y (Nu) — (N%z)B.g;(N%z)a;=1. 
Le premier membre est dans le complexe 4,,U.,, il ne peut donc pas 
être égal ar. 
Soit donc e = 0, alors a la forme y,,«, 8. La condition o? = 1 donne 


a base — I. 


Si n = 0, a, = a. est conjuguée, dans AL, de 1 ou de —; 4,6, — 3,8, 


qui est hors de ‘lL, est conjuguée par U, de sa . Donc cest conjuguée 


HE outte (=) (=): 
u u = 

Si n—1, on voit de même que 5 est conjuguée de ce ou 

ae (= )(=) 
u 

+ transforme les deux dernières substitutions en les deux premières. 

Comme {U,L., my gu} = Lu d'où [U]={2,£,,t}, (—) n’est 
PF es u 

— =) (=): Donc [CU] n'a hors de [&] que deux 


u 
N =: 


, , —N Te = 
classes de s. représentées par = (=) Wu) ct (=) (+) 


= 


pas conjuguée de ( 


auxquelles répondent respectivement, dans &', si N — 1" (k impair) [en 
sorte que (Nu) TS dul> (d, Tyotioy") AT (d:Tisti2 y") et (tis y"): 

Les relations d, To home = [— ‘Jet toy =[+] montrent que (Z,.y‘) 
est toujours de seconde espèce et que (d,T,,1,,y") est de seconde ou 
de première espèce suivant que — 1 est carré ou non. 

Les quatre classes de s, de [ct] représentées par (— :) et 


(=) (=): qui sont dans [@], ( | 


=) (us qui est dans [A°] 
7 
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hors de [@], t qui est dans [&] hors de [A°] restent évidemment dis- 
tinctes dans [@’]; mais (N-'u) transforme + en t (Nz)(N~'u). Les 
deux classes correspondantes de [ CL] se réunissent donc en une seule 
dans [ Cv’ ]. ; 


52. Cherchons maintenant les normalisants respectifs It, Iv’, 90, 
& dans [CX], [&'], [&°], [@] d'une s, quelconque 6 de [ ’]. 

Soit d’abord Ÿ irréductible. Alors (47) [@’ ]= { bi € HE ge 3 1. Dési- 
gnons par JR le normalisant de o dans £(2, nx”) et par «, la substitu- 


tion générale Brat) de U(2, x”), en supposant a’ — Ba’ =r. 


Soit d’abord 5 dans[@]|= UU (2, x”). On peut supposer que 5 = — 3. 

, x , SL ! — " < ( — I 
D'après ce qu’on a vu (13), on-a ici IN = L 2,1, sah 1. 
Comme z est permutable à —z, on a N=|G, 3} —F4 Fz, 
IU =| mM, s|—={ I, V3}; Fest normal et d’indice 4 dans IV. 


53. Soit ¢ dans [@] hors de &. On peut d’abord supposer (45) 
que c=. Pour qu’une substitution «. vérifie a,6—=oa., il faut et 
suffit que l’on ait; p désignant un facteur de proportionnalité, 


a= pa, = DO d'où 


Baaphicitw Biss of: AT 


Si p—1, a, est une substitution quelconque de U(2, x). Si p—— 
b 


. . . G) 
en introduisant w = »v — v au lieu de » —=— perte mit SN B, a’, B’ ont 


respectivement les formes we,, wa, wB,, wf), d'où a, 8,—B,o, — => 

w?— © étant non carré dans €. Donc (us) (Bae) est dans 
Ca Bis +B 

U(2, 7), donc à. est une substitution quelconque de (w°?z re Te). 

Done = N'—U(2,r)+ (w?s)U(2, 7) =L(2, 7). Done N=} F, 3}, 

et = étant permutable a £(2, +), UN — 8 + Ws. 


Comme Su est conjuguée de = dans [@'] (47), on obtiendra 


sS 


le normalisant dans [ & ] de bes à en transformant celui de 3 par une 
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substitution sde[’], transformant (z) en er La forme générale 
= ! 5 i 
de sest | “+ *) > PE =— 
p(æs + a!) 


De plus, le nombre des conjuguées de 3 dans [ &'] étant double du 
nombre de ses conjuguées dans [ &}], on a IU = 91. 


_ 54. Soit s dans [@’] hors de [&]. On peut supposer (48) que 
dis (=). Comme au n° 52, on connaît (13) ses normalisants I 
dans £(2, 77) et Z=—IU dans U(2, x?) =GB—A°*. Pour déter- 
miner 2, il suffit donc de chercher une substitution t= za., 
de z‘L(2, n?), permutable à o. Or, si l’on pose 


__aæz+a 


ae Bee Baus hap e 


la condition oza, — 34,0 donne, en désignant par p un facteur de 
proportionnalité, 

a kB’, BE=— pa’, 

B’= pa, a’ = — ptB. 


La condition de compatibilité est 0? = €'-*. La condition «3’— Ba! =1 


donne pa? + £3? = 1. Sir = 1 (mod4), on peut faire 8—0,x—Ë * 


T+1 


2 


alors a, — ; =£* .Sin=3(mod4),on peutfaireæa—0o,x—ËE * ; 


T+1 


: aoe 
alors a, — — eS =— ees Alors 97 = 9Ù° + 91°+. Enfin 
AN'=N + Mo=M+ Mt; 
et l’on peut ici, quel que soit x, prendre une quelconque des deux 
formes de +. 


55. Supposons maintenant | réductible. Désignons ici par IN, 
et 21,4 les normalisants respectifs de (= =) dans £,(2,7) et U.(2, 7). 


On a vu (13), pour —# carré et (13-15) pour —& non carré, que 
MM, k et IU,k sont diédraux et que, si O./ et D°, sont leurs diviseurs 
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cycliques d’indice 2, on peut déterminer une méme substitution <., 
telle que 

M: | Dr, Tsk } Nr = { Dok Tsk}. 
Je supprimerai l'indice Æ pour k= 1. 

Soit d’abord o = Er Alors, comme [@] = U,U,, ona f= IU_UL,,; 
et comme [C°] ={[@], my} (49) = {[@], aa), a étant dans £. 
hors de U, , on a U°={F, B.a,}, B, étant dans ON, hors de I.. 
Comme [&]—[&°]+[&°]:(50) et comme aucune substitution de 
[°]t n’est permutable ac, on a A1— AN"; cela correspond au fait 


que, dans [|], (= +) est conjugué de (=) - Enfin, comme 


[a']= {fa}, Ju} —= | Ls sku, bY, 
OW awe = eek 
Pour traiter le cas o = (=): il suffit de remarquer que 
a ues) 
= —}e. 
lt & 
Soit 
rue 
a= | — || — 
& u 
Alors 
Overs It) 26,6, ), FL={ Ny, t}, 
et, comme 
: (COTE i he ho U'={ M,My, +}. 
Soit 
SENS ioe me pre 
F 3 a ZI u 
Alors 
Manu, W={8,o} NET, 
gee St, i— Les PER 
Soit o=1. Désignons par ‘U,, le groupe formé des substitutions &_«, 
où a, parcourt U, et soit £.,={U.., (N.)(N,)}. Il est clair 
que T=U,, NE, my} = Lu: puis 2 =} 9°, + |. Comme 
C4 Fie; 1}; 


onad’= A. 


: 
LA 
* 


+ 
¢ 
$ 
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—N . 7 ie 
Soit c= (= ,on aL = MU, V°= {| GF, B.ya,)a, étant dans £- 


hors de 11, et B,, dans M,, hors de 91,4, NM — IU, N'—M, K.. 


: BNA eres 
Soit o=(—~)( =). On a f= IU, IC,. Soient B,. une substi- 


tution de M, hors de IU,x, et 8, une substitution de JI, hors de 9. 
Comme on peut écrire proie boy Deve ones 1428881, 
Comme + transforme o en 


N\ (= et qu’aucune substitution de 


|, | ne peut transformer us en pcs qui est hors de U,, donc 


hors de [,], on a 9t— 9°. On a de même, aucune substitution 
det£.f, n'étant permutable ao, IU= IN. MN. 


96. Passons aux groupes B, A° A, A’. 

Tout d’abord, si (s) est une s, de première espèce de CU, c’est-à-dire 
sis? —{:°"|, Is contient exactement deux s, qui sont [1~"]s et d[i"]s. 
Si au contraire (s) est de seconde espèce, c’est-à-dire si s*=|1?/*' |, 
ls ne contient évidemment aucune s,. Ainsi Is contient ou non des s, 
suivant que (s) est de première ou de seconde espèce. Ona vu d’ail- 
leurs (5) que, sis et s’ sont deux s, de A’, (s’) est conjuguée de (s) 
dans CU toujours et seulement si s’ l’est, dans A’, de s ou de ds. 

Si donc (s) parcourt un système de représentants (s,), (s:), ... des 
classes de première espèce de A’, s;étant choisi de manière ques’ = 1, 
l’ensemble des substitutions s;, We et d contient un système de repré- 
sentants des classes de s, de A’, s; ne pouvant être conjuguée de s,, ni 
de ds,, sik At. Si d’ailleurs s; est conjuguée de ds; dans A’, le norma- 
lisant de s, (qui est toujours aussi celui de ds;) est d'indice 2 dans le 
normalisant S; de Ds; dans A’ qui correspond à celui de (s;) dans A”. 
Si au contraire 5; n’est pas conjuguée de ds;, S; est à la fois le norma- 
lisant de s; et de Ds;. 

Les mêmes considérations s'appliquent à A, &°, @, en observant 
que les s; tels que s*—1 ne sont pas nécessairement tous dans À, A°, 
qui ne contiennent pas J, mais seulement D, ni dans B qui peut ne pas 
contenir D (I, 39). 


57. Supposons d’abord Ÿ irréductible. 
@ n'ayant ici qu’une classe de s, (44) et d étant ici hors de BUI, 39), 


7% 
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B n’a qu’une classe de s,, que l’on peut représenter par to, ix, k étant 
tel que cette substitution soit dans B (I, 32). 

Il est clair que A, = BD a exactement trots classes de s, représentées 
par s=t,,m,,, d, et ds. On peut remplacer ds par une s, quelconque 
< d hors de B, par exemple par sm. 

Dans A, les trois classes de s, de A° restent distinctes, puisque 
mx est dans B, et dt,,m,, hors de B. Comme a, hors de 0’ les 
deux classes (t,) et (t,) (46), l’ensemble des quatre substitutions £,, ts, 
dt,, dt, contient (56) un système de représentants des classes de s, de 

-& hors de @°, ¢;ne pouvant être conjugué ni de &, ni de dt, stééé 
D'ailleurs t;, ayant un multiplicateur égal à —1 et trois égaux à 1, ne 
peut être conjugué de dt. Donc A a exactement, hors de A°, quatre 
classes de s,, représentées par £,, t,, dt,, dt. 

On remarquera que ¢, est conjugué de t,m,.. En effet les substitu- 
tions de [ &/] qui correspondent respectivement à 14,, [t,, Im,; (puis- 


sance de Iy) sont (45, 47) (= *)p 3, (hs). Donc à It,m,, correspond 


(=) Us) =: (= =). Sih=r’, ona (=) = (=); et le carac- 
tère (44) de (3 3) =) est 7 PORE RNS oe Selon que À est 
carré ou non, ce caractère est —1 ou +1; donc, (45) z ( —*) est 
conjuguée de (= = }3 ou de (3); donc (¢,m,,) est conjuguée de (4,) 


ou (£,). Donc t,m,, est conjuguée de £, ou £,, puisqu'elle n’a comme 
eux qu'un seul multiplicateur égal à — 1 (‘). On peut donc remplacer 
t, et t, par t,m, x, tim,xs. Donc les classes de A peuvent étre représentées 
par t.,m,,=5, sm et d, qui sont dans A°, puis st,, smt,, dst,, 
dsm,xt,, qui sont hors de A°, où l’on voit qu'il n’est plus nécessaire de 
préciser le caractère quadratique de k. 

A toute s, de A’ hors de A correspond une s, de première espèce.de 
hors de &. Or À’ n’a hors de & qu'une classe de s, représentée 


(1) De mème ty mag, ¢ étant de la forme re est conjuguée de ¢, ou de ¢; suivant 
que Æ est pair ou impair. Car {m9 répond à (:)(s3), dont le caractère est (— r}f, el 
ne peut être conjuguée de dt, ni de ét, qui ont trois multiplicateurs égaux à — 1. 


à 
& 
j 
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par (ty) (47). Comme (t,,7)?=[t] cette classe est de seconde 
espèce. Donc A’ n’a aucune s, hors de A. 

On voit de suite que les classes des, de A° restent distinctes dans A’, 
comme dans A. Mais les classes de A représentées par £, et t, se 
réunissent dans A’, et de méme celles représentées par dt, et dt,. Cela 
résulte de ce que les deux classes de s, de hors de &,, représentées 
par (4,) et (4), se réunissent en une seule dans (' (47) ('). 


58. Supposons maintenant  réductible, B contient ici d (I, 39). 
Les trois classes de s, de @ sont (d,T,.), (d,Tyotio), (ia); et 
d,¥,,=d,T,.t,,=d (48). Done pour que [:']d,T,. et [#]d, Tr, 


soit d’ordre 2, il faut que + — 1 soit =o (mod 4) et queh= ai “s 


mais alors ces substitutions sont dans A’ hors de A. A la classe (t,:) 
de G correspondent au plus, dans B, deux classes représentées 
par #,, et dt,.. Mais dt,, est conjuguée de ¢,,. En effet, on a 
La Ri,a,1 S1,2,-1 (1, 28), Rs, étant dans V=U,,,, et S,,.,, dans 
W = U,... (1, 28, 40). Or R,,, par exemple répond à [æ, —2,|=« 


de U,..; et toute substitution de U... de la forme 5 = dr où 


À + 1? =—1 transforme aen &.a?, a7 =|—a2,, — To OS p. 41 5): 
Donc la substitution de V qui répond à 8 transforme R,,, en dR,»,, et, 
par suite ¢,. en dt,,. Cette substitution, qui est 


Lats 


Cin IE, + Hd 
1 = Ar sas 
Fee pee — hile 
Na — py, + À 


est égale à mm Visa Vous Si AO, Ct à MyMyT,, St 4 =O 
(+ p=—:1). Donc B a exactement deux classes de 5, représentées 
par det ty». 

D'après l’étude de &° (49), A° a, hors de B, au plus deux classes 


(4) On pourrait dire aussi que y—'¢: y = mu, est, comme on vient de le voir, conju- 
guée de fa. Mais c’est au fond la même démonstration. 
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de sy, représentées par t,,m,, et dt,,m,x. Mais ces deux substitutions 
sont conjuguées dans A°, car si —1 est carré, la substitution 
mms, où A2=—1 transforme t,,m,, en dt,.m,y; et, Si (— 1) est non 
carré, la substitution m,,7,,m,, où yp? =—N, transforme encore 
tom, en dt,,m . On peut remplacer ¢,. par s = l),mM¥ (Æ étant tel 
que cette substitution soit dans B). Alors, comme dans le cas de  irré- 
ductible, les trois classes de s, de A° peuvent être représentés par $, sm, 
et d; où l’on voit qu’il n'est plus nécessaire de préciser le caractère qua- 
dratique de k. 

D'après l’étude de @ (50), A a, outre les classes de s, de A° (qui 
restent évidemment distinctes dans A), exactement quatre classes 
de s,, représentées par ¢,m,, et dt, m3,, ty M, px Ct dtyM, x (lo Max Cb LyM, xx 
ont un seul multiplicateur —1; leurs produits par d en ont trois), ou, 
en transformant par T,:, par tm et dt, my,, t,x et dt, m,,~. Donc A 
a exactement, comme pour ¥ irréductible, sept classes de s,, que l'on peut 
représenter par s, sm, et d, qui sont dans A", et Sty, dsty, stoMx, Ast, Mx, 
qui sont hors de A°. 

On a vu que les classes de s, de @ réprésentées par (d,T,,) et 
(dT, t,.) (48) se réunissent en une dans & (50). D'autre part (58) 
il ne leur correspond de s, que dans A’ hors de A, et seulement si 
— 1 est carré. De plus la seule classe de s, de hors de & qui 
puisse fournir des s, de A’ est (d,T,.¢,.y") (Æ impair) (51, 56), et 
seulement si — 1 est non carré. 

Si — 1 est carré, et si —1—e*, les s, de Id,T,, sont (56)[e]dT,, 
et [e]d,T,,, que T,, transforme l’une dans l’autre. Si —1 est non 
carré, et si g°——"!, les s, de 14,T,,8,,y* sont [g-"]d,T,,8,, y“ 
et |g “|d.1,.t,.y", que T,, transforme encore l’une dans l’autre. 

Donc, quel que soit x, A’ a, hors de A, une seule classe de s, que 
l’on peut, par exemple, représenter par 9 = y”? (38). 

D'après l'étude de &’ (51), les quatre classes, de s, de A hors 
de A° se réunissent, dans A’, en deux classes, que l’on peut repré- 
senter par fin, et dt,m,,. Les autres classes de s, de A restent évidem- 
nent distinctes dans A’. 


99. D'après le n° 12, si — # est carré (=) est conjugué de (— =) 


~ 


me oo À 
PAPERS 
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dans £.; les substitutions qui transforment (=) en (— 2) forment 
le complexe Myex, ex étant la substitution unimodulaire E 


du n° 13 et M... le normalisant de (=) dans £.. Soient e— # une 


a 


des deux correspondantes de ., dans B (48) et e? = — 4. 

Soit —1 carré, et k=1, les transformées de [e]d,T,, et de 
[e]d,T,. par €: sont les s, du complexe Im,.m qui correspond 
à (— 3) ("). Ces s, sont les substitutions du complexe D[¢]m,.m; 
dont l’une fixe 1000. 

Soit —1 non carré; si # est non carré et =v" (h impair), les trans- 
formées de [g~"]d,T,,t,.y" et de [g-"|daTyatiay” par es sont les 


FT —1 


deux s, du complexe qui correspond à (—u)—3," . Ces deux s, 
sont 9 et dp, dont la seconde fixe 1000. 


60. Cherchons les normalisants respectifs N, N’, N°, P dans A, A’, 
A°, B d’une s, s£ d de A’. Au complexe Is (dont les seules s, sont 
s et ds) répond dans ['C'] une 5,0. Soient Ny, Ny, Np, P, les diviseurs 
de A, A’, A°, B qui répondent respectivement a 97, IU’, IU,° æ (52) 
dans les homomorphismes de [&], [&'], [&'], @ à A, A’, A°, B. Ce 
sont les normalisants respectifs de Is, done de Ds dans A, A’, A°, B. 
L'indice (N,, N) est 2 ou 1 suivant que s et ds sont conjuguées ou 
non dans A (toute substitution de A transformant s en ds est dans 
N, hors de N). Si d’ailleurs s et ds sont conjugués dans A, le divi- 
seur N, correspond à un diviseur d’indice 2 dans 9v. Il suffira d’un 
petit nombre d’essais pour déterminer celui de ces diviseurs auquel 
correspond N. 


64. Si est irréductible, on a vu (57) que s n’est jamais conjuguée 
de ds. Les normalisants N, N’, N°, P sont donc complètement déter- 
minés par It, IU, IV’, A. 


62. Soit | réductible. Comme précédemment on connait déjà 
ici (50, 55) le normalisant de #, et de dt,. Il reste donc seulement à 


(1) On voit directement que (11em%2 ) de G correspond à (— 5). 
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considérer les cas 


s=|([e]d,T,; (— 1 carré; *——1), 
s—[£8"]d Titi} (— 1noncarré; ¢ "=— t) (58), 
S—tismix (49), = hs {58}. 


63. Au lieu des—[e]d,T,:, c= (=) (48, 58), il est avantageux 
de prendre (59) s=[e]m,.m,,., o—(—3:). En désignant ici par 
(13), =} et th #3), (+ “)} (13) de 


(—s) dans £, et ‘U., et par © celui de a s) dans [@], on a 
P= NU, (55). It, a trois diviseurs d’indice 2, qui sont 


{us} —@;, ts, (=) et Las) (5) (—)} 


Or les correspondants de (=) sont hors de A, et ceux de (1?z) 


MN. et It, les normalisants 


étant dans B, ceux de (+ *2)(+ *) sont hors de B. D’ailleurs (1, 40) 


toute substitution du groupe W qui répond à ‘lL, est permutable a s, 
qui est dans V. Donc P répond à @24L,. De méme N° répond à un 
diviseur d'indice 2 de A°—{®, Ga} 9? où l’on peut supposer 


B—(15) (13) et a,—(iu). Comme <=} Ce DA, — ")s alae on a 


LE | May (>): Wy, L 


Comme précédemment, le seul diviseur d’indice 2 dont le correspon- 
dant soit dans A° est jw,, ‘LL, |. 

Comme ¢ IL, et que ce diviseur est aussi le seul dont le corres- 
pondant soit dans A (55), on à N— N°. Enfin 9U=M,£, (55) n’a 
. qu'un diviseur d'indice 2 contenant 5, qui est a, i £ | donc N’, 


pu di 


qui contient évidemment s, correspond à ce diviseur. 


64. Soient 


cs te" jay Tey (— 1 non carré; 9*=— 1), =(=); 23 OL ALS. 


“tery ee © 
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Le diédral JU, a trois diviseurs d’indice 2. Une vérification directe 
montre que @,, (13) est le seul auquel corresponde un diviseur de P. 
Donc P répond à @?,U,. De même N° répond à un diviseur d’indice 2 
de N°—{E, x} (55) où l’on peut supposer que B,. est un généra- 
teur de @,,(13) etque a, = (tz). Comme € = Bises Us}, étant, 
comme 7, au n° 55, la substitution o du n° 15 où l’on change zen u 
etkent, ona = {f(is), tu, U.). Le diédral {B,;(73), Tu } a trois 
diviseurs d'indice 2. Une vérification directe, opérée sur les corres- 
pondantes (51) de Bet (tz) montre que } 3,.(:3)} est le seul auquel 
corresponde un diviseur de N°. Donc N° répond à {B,.(13), 1. |. 
Comme It = IU’ (55) on aN — N°. Enfin on voit, comme dans le eas 
de P, que N’ répond à @,,£.. 


65. Soient 


um (nan (5) 


Ona f= IN.,N,,. & a plusieurs diviseurs d'indice 2. Le diviseur de B 
répondant à £, = { O!, Ol, tt} est P. En effet, soit s —s’s”, s’ et s” 
étant deux s, de A’ répondent respectivement à (=) et (=)- D’aprés 
le cas précédent, les substitutions de B correspondant à celles 
de @2, ®,, sont permutables à s’ et s’; celles qui répondent à <-, trans- 
forment s’ en ds’ en sont permutables à 5”; celles qui répondent à <,, 
transforment s” en ds”, et sont permutables à s’. Donc celles qui 
répondent à 7.7 sont permutables à s, et P répond a %,. 
Comme A°—{Æ, 0} (55) et que s est ici dans A°, N° correspond 
aA{@,,o}=9IU). Comme IL=} Ij, +} (55) et que ¢, est permutable 
#1 


as, N répond à {A,t}—A9Ù,, et N’ à ) is (=)! 


rat 1 


66. Soient s5= t,o, o=(=) a ); L—= N,N, a plusieurs divi- 
seurs d’indice 2. Soit d’abord —1 non carré. Une vérification directe 
montre que toute substitution de B correspondant à la substitution 
générale de @! (14) ou de @, est permutable à £,, ('). Au contraire, 


(1) Ce calcul ne fait pas intervenir le caractère quadratique du déterminant de la 
substitution générale considérée. Il montre donc aussi que toute substitution de A° cor- 
respondant à la substitution générale de ®: ou de @, est permutable à fs. 
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toute substitution de B correspondant à +, (qui est ici la substitution © 
du n° 45 pour #—1) transforme £,, en dt,,. Donc toute substitution 
correspondant à =.t, est permutable à t,,. Done P répond à 


s 


{ DS On, TTu | = 


Soit -- 1 carré, il est alors avantageux de prendre (59) s=d,, 
5—(—3)(—u). D'après les résultats obtenus pour les normalisants 
de [<]m,:m,,-. correspondant à (— z), le normalisant de d, dans B 


répond a | 
F — THE , 
10 {eu}, (=) (=. 
Si l’on transforme par la substitution e=!e,| = /(59), on voit que le 
normalisant P de£,, dans B répond au transformé de Æ, pare; e,, =f, 
qui est précisément @,, les notations ayant toujours les significations 
indiquées au début du n° 55. 

Si (— 1) est carré, le normalisant de d, dans A° répond a{ &, m,}, 
car &, est d’indice 2 dans ce dernier groupe, et m,,, qui correspond 
à m, (49) est évidemment permutable à d,. Le normalisant N° de ¢,, 
dans A° s’obtient en transformant celui de d, par f. Donc N° répond 
à {Æ,,f ‘wf | = IU). On remarquera que f-'wy est le produit de deux 
générateurs respectifs à. et à, de @. et M,. 

Il en est de même si (— 1) est non carré, comme le montrent les 
observations faites à l’occasion du calcul de P. 

N répond évidemment a | IU!, +} = IU,, en sorte que N — INTER 
N’ répond à | 9U,,9.| =| D.@,, 7:7}, car, d'après les calculs précé- 
dents, toute substitution de A’ répondant à à. est permutable à 4. 


§ 1. n> 4. 


67. Les résultats précédents s'étendent comme il suit au cas où n 
est > 4. Supposons 4 0, réductible ou irréductible. Les classes de s, 
de A(n, %) peuvent étre représentées, st n impair = 2v-+-1, par les 
substitutions $= ty,m,,,d,..j, sim, qui ont chacune 2% multiplicateurs 
I(T =I, ...,v)5 Sily, SM yl,, qui ont chacune 21 —1 multiplicateurs —1 
(t=1,...,%)3 d, quia 2v +1 multiplicateurs (—1) (i=1,...,v); 
k; étant assujetti à la condition que s; soit dans B (k; ne dépend que de a, 


DRE 
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et, st —1 est non carré, de i; en prenant au besoin m;,'s;m,, pour s;, on 
peut remplacer k; par k;r?); 

stn pair = 2, par les mémes substitutions auxquelles on adjoint ds, ty 
et ds,Myto, qui ont chacune 2v-+-1 multiplicateurs —1, et qu'on peut 
désigner, pour plus de symétrie, par $,,t), $M, xt, en posant $,,=ty,m,,_,d 
eten faisant k,,—=—k, ('). 


68. Montrons d’abord que les classes indiquées dans l’énoncé sont 
distinctes. Cela est clair pour celles qui-n’ont pas le méme nombre 
de multiplicateurs. Il reste seulement à établir, la distinction de 
deux classes de s,, représentées, l’une par s, l’autre par sm,x. 

Sis est une s;, cela résulte de ce que s; est dans B, et s;m,, dans A° 
hors deB. — 

Si s est une s;t,, J—1, ..., v’, s et smy sont toutes deux dans A 
hors de A°. Or on a A= A°+ A°z, (I, 34) et A° = B+ Bm, (I, 39), 
donc A —B + Bm,,— Bt, + Bt,m,,; et les deux groupes B'—}B, £, |, 
B? = {B, t,m,} sont d'indice 2 et normaux dans A. Il est clair ques 
et sm,, sont toujours l’une dans B", : autre dans B?; elles ne sont done 
pas conjuguées dans A. 

On a évidemment aussi 


pen, F's B= { B, t;m: | (Qt ENTRE 


De même si 7 est pair, et »,, dans A” hors de B, les groupes B' et B? 
coincident avec {B, t,} et {B,4,m,,l; pour préciser B' coincide 
avec | B, 1, } toujours et seulement si ¢,, est dans B, c’est-à-dire tou- 
jours et seulement si 4 est réductible (7). De même B' et B? coincident 


(1) Si » est impair, les dsjty el dssmixt, sont conjugués des s; el sgmyyx; car on a 
alors dtp = d,,...,v(to= do pour n impair) et la sz dsily= tor mrrk; dis. eSt transformée 
par Ti+1,2Ti+2,3--- Tov-e+r (qui se réduit à r pour (=1)en 


tor Hyg, e,,..v—ier = Lot Mr,—h; 8. vit 


yes 


qui, suivant le caractère quadratique de — kj, est conjuguée de s,_;,, où de s,_;;: mx. 
Comme ici d n'a que 2v mulliplicateurs —1 (46 n’en à qu'un), ds; fo et dssmix to n’en ont 
que 2v, comme sy, et sy. 

(2) os est dans B toujours et seulement si 3c est earré (1, p. 348). 

Soit d'abord  irréduetible. On a (y= ty my, (q = re, wa = c) (1, p. 322). Si l'on 
pose c= 145+), on peut prendre x =: Na sot AT: dom g= v0—-D«, Done pour 
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avee {B, t,} et {B, tm; }, j étant l'un des nombres 1, ..., v’, et mj, 
étant dans A° hors de B. Pour préciser, B' coincide avec {B, & | tou- 
jours si £,, est dans B, c’est-à-dire que si 2c est carré (I, p. 348). 

On remarquera, pour la suite, que, si une certaine substitution + est 
dans l’un des groupes B' ou B?, la substitution 7,=7m,,x, 6 étant 
d'ordre = +1, est dans ce même groupe ou dans l’autre, suivant 
que m,,. est ou non dans B, c’est-à-dire suivant que # est pair ou 
impair. 

Sin est impair, et ) —cx°,t,,m,,_;: est toujours dans B (1, p. 336). 
Donc {B, 1, } coincide avec B' toujours et seulement si —c est carré. 
D'autre part comme dt, —1,,m,,_.m,.-d;.,, |B, d} coincide avec B' 
toujours et seulement si c est carré avec — 1 carré ou y impair, ou sic 
est non carré avec — 1 non carré et y pair. 


69. Montrons maintenant qu’il n’y a pas d’autres classes que celles 
indiquées dans l’énoncé. On l’a vu pour n=3 (43) et pour n=4 
(57, 58). Admettons-le pour les valeurs de x inférieures à la valeur 
considérée. Soit s une s,54d de A. Si s déplace tous les points du 
champ, sa forme canonique est d, et, comme d est normale dans L, 
s coincide avec d. Donc s fixe au moins un point. 


70. Soit d’abord n= 2+ 1. On a vu (II, 1) que A a x systèmes 
d’intransitivité ¢,.—= 4, Gia désignant l’ensemble des points véri- 
fiant a — À, À parcourant €, et le point (0, ..., 0) étant exclu de qo. 

Si s fixe un point de g,, on peut supposer que s est dans 
le diviseur X, de A qui fixe le point (1,0,...,0). On voit 
alors, comme dans l’étude du groupe hermitien (17), que s est 
conjuguée d’une s, du groupe A, de la forme a— æ,y,. Ce groupe 
fixant tous les points (æ,, y,,0, ...,0), on estramené au cas où s fixe 


des points g, (A #0). 


que my, soit dans B, il faut et il suffit (1, p. 347) que # soit pair, done que c soit carré. 
Alors f;, cl, par suite, 43, ne sont pas dans B. 

Soit maintenant 4 réductible. En posant q = xx'—', xx'= c, on à encore (1,.p. 333- 
334) 4 —1,m,,. Pour que m.,, soit dans B, il faut et il suffit que gq soit carré (I, p. 347; 
5 est ici réel), ou, ce qui revient au même, que c¢ soit carré. Alors for, et par suite #;,, 
sont dans B. 


SENS 
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Supposons donc que s fixe un point de g,,,(A 40) on peut supposer 
que s est dans le diviseur X, de A qui fixe le point (1, A, 0, ..., o) 
[1I, p. 48, note (')]. Or ce groupe est isomorphe (I, 21) au groupe 
A(2v, 7, a,) de la forme 


dj ZI Kiyit cx? — J ; 
. 4A 
dont les classes de s, sont représentées par 
S$ SiMyy, ZSilos Sim x ly (l=) RE 


dy, ...,v—1, 051 los Be cipro LE et ad Pat 


D’après la correspondance indiquée [I, p. 48, note (')] entre 
A(2¥, =, a;,) et X, ('), leurs correspondantes sont 


Si, Mi} ty. Mor, de, PRET Sir Max: 
$7,143, = ls Mr, de, rte 
Si, Mtsx My; LE = de MS EN Ant 944, 
dm boy te ox, de di liste, dus, dmlisma rx die, 


da... Mi loi = Los Mi-1d;...v. 


Désignons maintenant par A, ,, A; B, .(r22) les divi- 
seurs de A, A°, B, qui agissent sur les seules variables d'indice /,, ...,/, 
(l’un de ces indices pouvant être nul). La s, m,;,t,:m;;d, —=5;d;.. +1 
(d;,.i., est à supprimer si : =1) de A}, est conjuguée, dans Ag,» 
d’une s, de la forme t,,m,,. En effet, At, n’a, d’après le cas n — 4 et 
en négligeant d, qu’une classe de s; dans B,, et une hors de B,, (58). 
Comme t,,m,,1, — est unes, dans B,, ou hors de B,, suivant le carac- 
tère quadratique de uv, on peut toujours déterminer x de manière 
que tisiuM, soit conjuguée de 5;d,,..:.,. Ensuite, d’après le 
cas n=3 (43, note) t,m,_. est conjuguée de #, dans A,:. Done, 
dans Aoi2, loi est conjuguée de s;4d,,..:,,. Donc s; est conjuguée 
des un, que Tios 2, Le à transforme ens;ous;m, (ti —1,.…, 
vy— 1). On voit de même que s;m,, est conjuguée de s; ou de s;m,, 
((=1,...,¥—1). Les substitutions #,:m,44d,,.. 541 et tom xd 
sont transformées par T,., T.:,-:..,T;;,, en sit, ét siminto (1 —1, ..., 


i4 A 


(1) D’après cette correspondance, aux substitutions fo, do, tx, dx, Mip (k=1, ...,v—7) 
de A(2v, —x, ax) correspondent les substitutions my), /1, Maxtor, thor, Cass Mk44 
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y — 1). On voit encore, comme pour Mmiitis Mk, ds, que les substitutions 


dmitie Mon dis et dmixtio Me HNdia 


sont conjuguées de dt,, et dt,,m,x, conjuguées elles-mêmes (d, = ty) 
de s,t, et S,m,ylo. 

Enfin t,, Mundo... v= to, M,,5-.d,,5,..., est évidemment conjuguée, 
suivant le caractère quadratique de A, de s, ou de s,m,,. 

On n’a donc obtenu ainsi que les classes indiquées dans l'énoncé. 


71. Soit n — 2y+ 2. Sis fixe un point de gy, on peut, ici encore, 
supposer ques est dans le diviseur X, de A qui fixe le point (1, 0, ..., 0). 
On voit alors, comme dans le cas de nx impair, que l’on est ramené au 
cas où s fixe un point de g, (A 0). 

Si s fixe un point de g, (A +0), on peut d’abord supposer que A = c’, 
et que s est dans le diviseur X,. de A qui fixe le point de coordonnées 


Li. led Oy Jp jee AL ie 


Ce groupe est isomorphe au groupe A(2v-++1, =, a,) de la forme 


a = x;yi+ ex (« = Es é—b:—4 re!) CIT, 22); 


dont les classes de s, sont représentées par 
Sir SiMy, Silos SiMixto Ts eee Te 
ee (ici d=|x, —x|). 
D'après la correspondance indiquée [II, p. 50, note (1)] (') 
entre A(2y +1, 7, a,) et X.. leurs correspondantes dans X, sont 


Sit Ugh, myx, d, wails Sit Myxy Sir, Si MN Ug, und, meV 


(') D’après cette correspondance, à 4o= do de A(2v +1, 7, a) correspond 


ys ITs eect 
Uo = lo Mo, ,— b/c! = b ( I, 95), 

Yy, Vroer 

: à Cc 


de Xe; aux substitutions «44. 44, may de A(2v +1, x, 4,) correspondent respectivement. 
ces mêmes substitutions dans X,. 


=! tu 
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Or, d’aprés le cas n = 4 (57), les substitutions 


Ugly mMyx,d, et Ugly my nnd, 


sont conjuguées, dans A}, de substitutions de la forme ¢,,77,, et uod,, 
qui est dans A,, hors de A? et atrois multiplicateurs — 1, est conjuguée 
de l’une des deux s, : dy,5,t) ou d,,s,mixt,. Done s.. et 5,7, sont 
conjuguées de 5; et s;7,,; ou uyd,,.,__, est conjuguée de l’une des s, : 
ds, ty ou ds,m,xt). D’ailleurss;.u, ets MU, sont, d’ his leur forme, 
conjuguées de st, et sim,xt. 

Comme y permute circulairement les g, où Ao (II, 15), sis fixe 
un point de g, (A 4c’), on peut supposer que s est dans y*X, y". Les 
classes de s, de ce groupe sont représentées, en supposant d’abord 
irréductible, par 


Op = YF Sirf! Uy tM, x, 4 My, O%dio..t,  Gimix, 
Seyi sey y= 4 nua, 35 omy, 
Ua iy), oa Ug My’, p* dy. p — ET! (1). 


Or, d’après le cas a —4, toute s, réelle de la forme u,tim,,m,, est 
conjuguée, dans A°,, d’une ,,m,,; et toute s, réelle de la forme um, xd, 
(qui a trois multiplicateurs —1) est conjuguée, dans A,, d’une d, tm. 
Donc 5; et o;m,, sont conjuguées de s; et sim, 7, est, suivant la parité 


(1) Pour justifier les formules ou textes il convient d’abord de rappeler les définitions 
suivantes : 
Soient d’abord ¥ irréductible, et & = cx? + bry + c'r?= xyys en posant (I, 24) : 


Uy = AT —VT), Jw=Xx(r —v7), PAC, Y(v, 1) =°0. 
Si s = so us1, so et s, étant réels, on désignera par mos,s, l’action, sur æ et y, de 


Ly, Sy! 


(EL 25); 


My's = 


RAT s—! dv 


cette substitution est réelle toujours et seulement si s1= 5, c'est-à-dire s™*1=1. On 
vérifie alors les formules suivantes : 


to = tvmyg;, g= xx, Un = foMo,-1,—b'e' = ty: My! gr r=—I— a y, 
Yi Y =timi, VIN Y = MX (ELA RIT, 
ytyy = bmp, p = #1, yl myey = mye, yey = Molly's. 
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de k (68), conjuguée de ds,t, ou de ds,mists; enfin 5, et o,7m,, sont 
évidemment conjuguées de st, et 5;7,xto. 
Soit maintenant Ÿ réductible. On peut encore poser 


LZy=Xx(x—vYy), Jv=x(z—v'y), EC, du, 1) = Ÿ(u, 1) 0. 


Les formules précédentes subsistent alors, en remplaçant s, s, E, E 
respectivement par des quantités réelles s, s’, €, & vérifient ss’ —1, 
EE’ — 1; alors sus, = 5, So tv's, =5"!, n+un=nm+vn—=1; il 
faut, bien entendu, supposer que, dans le cas de Ÿ irréductible, on a 
toujours désigné les conjuguées de », s, Ë par v, 5, £, etnon par un. ses 


72. Pour n > 4 (comme pour n<4), A’ n’a de s, hors de A que sin 
est pair et | réductible : alors toute s, de A’ hors de A est conjuguée de 9. 

En effet, soit s une s, de A’ hors de A. On voit d’abord, comme dans 
le cas de A, que s, nécessairement distincte de d, fixe au moins un 
point. Mais s ne peut fixer hors de g,. Car le diviseur de A’ fixant ce 
point est aussi le diviseur de A fixant ce même point (II, 21, 22), et 
alors s serait dans A. Donc s fixe un point de g,; et l’on peut supposer 
que s est dans le diviseur X’={X, m;'y} de A’ qui fixe le point (1, 
0, ..., 0) (II, 18). Donc s a la forme (m;'y)’a, a, à, étant dans A, 
et & dans P (m,, et y sont permutables à P et à A,). On voit alors, 
comme dans le cas du groupe hermitien (17), que s est conjuguée 
de s'=(m,'y)°a,. En considérant l’action de cette substitution sur les 
variables x,, y,, on voit que la condition s? = 1 exige que o = Sn à 
et que, en désignant par y, l’action de y sur les variables de A,, 
(y‘%,)? = 1. Ore ne peut être égal à = — 1, sans quoi s’, qui multiplie a 


TH —1 


— I = 


» et la substitution y,* «, 


4 = T 
par +? ou +*’, serait dans A. Donc ¢ = 


multiplie a, par — 1. En admettant le théorème pour les valeurs de n 
inférieures à la valeur considérée, on voit que s n'existe que si n est 


TI F—1 
pair et } réductible, et qu’alors, y,* «, étant conjuguée de y,* ,s est 
conjuguée de d, 9, que t, transforme en 9 

Si n est pair, les classes de s, de A ne sont pas toutes distinctes 
dans A’, car, y transformant B' en B? (y~'t.y =t,m,,), les deux classes 
représentées par sit, et s;m,xty, J étant l’un des nombres Ryu, VO se 
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réunissent en une seule dans A’. Les classes représentées par $; et 5;m,x 
étant, l’une dans B, l’autre dans A° hors de B, restent distinctes dans A’. 

St _n est impair, on a A'— Al (I, p. 320); et les classes de A restent 
évidemment distinctes dans A’. 


73. Cherchons les normalisants N, N’, N°, P dans A, A’, A°, B 
d'une s,s d. Je supposerai, dans ce qui suit, que )—2?+ c'y?, 
c’ étant nul si 7 est impair. Il est clair que chacun des groupes P, N°, 
N, N’ est normal dans tous ceux des autres qui le contiennent. 

Soit d’abord s dans A°, et par suite de la forme t,,m,,d, ..,, 1 étant 


, : x“, —ly 
carré ou non. L’action de s sur x, et y, est ; i f - Prenons, 
Kia ETA 
au lieu de x, et y, les variables a, = 2,+ly,, y, = ax,—Ly, qui cano- 


x a ah 


2 


nisent cette action (a,= i he aon). Alors s multiplie 


par — 1 les variables æ,, 2, y,, ..., 25 y,, y, et les autres par r. 
Posons 
a a 12 
Loi di ES nd 
Oy — mo LUV il == Ce} A, y Xi) it £ ids 


d'où ua, +a,. Soient A; le groupe de a;, A’ son groupe unimodulaire, — 
B; son groupe réduit (I, 39). Le normalisant de s dans Ly ur 
Geese produit direct Mala ios 7,5. pathy £57 (3) Ona 
done NA À, N— putes V2 |, y: étant une substitution qui mul- 
tiplie a; par + ou +”, suivant que c’ est 0 ou = 0, N°= | AVA, 7,7}, 
=; étant une substitution quelconque de A; hors de A}, P—;B,B., 
y Uv Ty Sols Car, T, CL 7, étant dans A hors de B, et AIB étant un g, 
non cyclique (68), =, =; est dans B. 
fl est clair que l’on a N’=/P, vw, |, N=—;N,,5,1;ct, comme 


(N,N) = CA, A)ONS, P)= (AB) et AY = BN’, 


Donc (E, 67) tout système de restes de B mod P est un système de 
restes de A’ modN’, et toutes les conjuguées de s dans A' s'obtiennent en 


la trans formant par B. 


Remarque. — Comme il n’y a, dans A", que deux classes à 27 mul- 
tiplicateurs — 1, représentées par s et sm,,, l'une de ces substitutions 
est conjuguée de d,..,… Soient en posant a, =) aj, y;, a— a; = ds, 
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A; le groupe de a;, A? son groupe unimodulaire, B; son groupe réduit. 
On aura évidemment 


N=A,A,, N’={N,¥}; N°={ AS AS, loi }» P= | B,B,, Babes Loi }: 


u; étant une substitution quelconque de A; hors de B. 


74. Supposons maintenant s dans A hors de A°. Comme s;f, et 
sitm,, sont conjuguées dans A’, on peut prendre, pours, une s, quel- 
conque de A ayant 27—r1 multiplicateurs —1. Soit s=td,,.__.,, 
pS tu, de =1 si ¢=0, et posons a; =Efx;y;+c'y* si e’o 

. Sis ME 
alors t, = 
AE ee A 
t)=d,=|x, —a|) en convenant que Ex;y;—o pour e=o, et 
a,=a — a,. Soient A; le groupe de la forme a;, A? son groupe unimo- 
dulaire, B; son groupe réduit. On aura 


N—A,A, N'—{A,A,y},  Ne=fAPAS, ri.) 


): a—=}Zæ;y;+aæ*, si c’=o (alors 


7; étant une substitution quelconque de A; hors de A°, P={B,B.,, 
4) Mas Ti Ta fy Hi étant une substitution quelconque de A” hors de B;. 
On a, comme précédemment, 
N'={N,yYi=fNer,yi=;P;pr, y}, 
d’où | 
(N'.P)=(A',B) et == BN’s 
Donc tout système de restes de B(modP) est un système de restes 
de A(modN’), et toutes les conjuguées de s dans A’ s’obtiennent en 
transformant s par B. 
Le normalisant de t,m,,d, qu'il n’y a d’ailleurs lieu de considérer 
que pour 7 pair (67) est le même que celui de ¢,m,,. 


79. Soit enfin s dans A’ hors de A, en supposant n pair et & réduc- 
tible. On peut prendre s = 9 (72). Soit 4 — x, y,. Comme 9 multi- 
plie les a par — 1 sans altérer les y, son normalisant dans À gén Le 5 
est (3) le produit direct de L,......., par L,, .. Soient « une substitution 
linéaire, 8 une substitution linéaire des y;; pour que «3 conserve a, 


il faut et il suffit, on le vérifie aisément, que 6 = a" (cf. E, 188). 


LES SUBSTITUTIONS D’ORDRE 2 DU GROUPE QUADRATIQUE GALOISIEN. III 


Comme 
Ly, sev {Us enfay, Wy |} 
ona | 
N={Vi.v»(T), mi} (I, 40, 41), 
que l’on peut désigner par V,_.,.,(r). Comme V,_.,.() est dans 


B (I, 41), N est dans A°; done N°=N. Il est clair que 
5 = { Vi... (x), Mi \ = Vii. pa CR), 


Enfin N’, contenant évidemment y, coincide avec {N, y}. 
Comme précédemment, ona 


Not Ny tai Nt | | P, Mi}, d'où A’=AN’, 


Donc tout système de restes de A(modN) est un système de restes 
de A’ (mod N’), et l’on obtient toutes les conjuguées de 9 dans A’ enla 
transformant par A. Mais ici A’ est > A°N’. On a bien A°= BN’; et, 
par suite, tout système de restes de B(modP) est un système de 
restes de A° (mod N°). Il en résulte qu’on obtient toutes les transfor- 
mations de o par A° en la transformant par B. + 


76. Considérons CU (ici n pourrait a priori être impair). Soit s une 
substitution de A’ telle que (s) soit une s° de CU, c’est-à-dire telle que 
s* soit dans I. 

Si s? a la forme [+?"], s[:-"] est une s? de A’. Je dirai alors que (s) et 
sa classe sont de premiére espéce. Les s, de premiére espéce ne sont 
donc autres que les s, de A’ où l’on regarde les variables comme homo- 
gènes. Il reste à étudier leur distribution en classes. 

Il est clair d’abord que; si s et o’ sont conjuguées dans A’, (a) et (5') 
le sont dans ©’. Sic et 5’ sont deux s, non conjuguées de A’, (o) et (5') 
ne peuvent être conjuguées dans cv’ que si o’ est conjuguée dans A’ 
d’une s, de la forme o[+"], qui ne peut être que od, et que, par suite, 
a’ ait autant de multiplicateurs — 1 que 5 a de multiplicateurs + 1. 
Si alors o’ et od sont toutes deux dans B, ou toutes deux dans A° hors 
de B, ou toutes deux dans A hors de A°, ou toutes deux hors de A, 
elles sont conjuguées dans A’ (67, 72). 


77. Supposons d’abord n pair (et ) 40). Soient s=5; ou s,m, ,, 
E + 
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et o = 5, ou s,m, x (i, K=1, ..., v); pour que do soit conjuguée de a’ 
(donc aussi do’ de a’), il faut d’abord que 5’ ait n— 21 multipli- 
cateurs —1; d'où 2k =n— 21, ou k=v' — 1. Si alors dest dans B, ds; 
et ds;m,, sont respectivement conjuguées de s, et s,m,,. Si d est hors 
de B, ds; et ds,m,, sont respectivement conjuguées de s,m,, et 5,3; et 
si alors n= 4h, donc Ÿ irréductible (I, p. 348), ds, est conjuguée de 
sim et ds,myy de s,, donc (5,) de (5,7). 

Soient co =s;t, et o' = sut (1, k=1,..., v'). Pour que ds soit conju- 
guée de o’, il faut d’abord que a’ ait n= 21 +1 multiplicateurs —1. 
donc 2k —1=n—2t+10uk=v'—i+t. 

Donc, pour n pair, on aura des représentants, non conjugués, de 
toutes les classes de s, de première espèce de ' en prenant les (s;) et 


a ne ae n = + 7? 2.4 
les (sims) où tS —— = 7 en supprimant pour n= 4h et v irréduc- 
. N . he di: | i mi: rs 
tible, (51) ou (sim x); puis les (s;ty) où TS RS ate et enfin (z), st 


v est réductible. 


78. Supposons nr impair. Soient 5=s;ous;m,,et 7 —5sit, OU 5, y ly. 
Pour que ds (qui est ici hors de A,) soit conjuguée de 5’ (donc aussi 
ds' dec), il faut d’abord que o’ ait nz — 24 multiplicateurs — 1; d’où 
2k—1=n—2t ou k=v—i+1. 

Alors ds; est conjuguée de s,t, ou de s,m,,t, qui sont, l’une dans 
un des B', l’autre dans l’autre (68). Pour préciser, ds; qui est 
dans {B, d}, est conjuguée de s,¢,, qui est dans {B, ¢,}, toujours et 
seulement si dt, =d,__, est dans B, c’est-à-dire si —1 est carré ou si 
y est pair. 

Donc, pour n impair, on aura des représentants non conjugués de 
toutes les classes de s, de première espèce de &' en prenant les (s:) 
et (s;m,x) pour i=1,...,%. 


79. Sis? a la forme [:°"*'], je dirai que (s) et sa classe sont de 
deuxième espèce. Il est clair qu’une s,(s) de seconde espèce ne peut 
être conjuguée d’une s,(s’) de première espèce, car s’ le serait d’une 
substitution de la forme [+"]s et, leurs carrés étant dans I, on aurait 
s={[1#]s?, ce qui est impossible. Dans &'(n, r°), (s) est évidem- 
ment de première espèce. Donc (s) est conjuguée d’un et d’un seul 


a4 
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des représentants obtenus des classes de première espèce de CU(n, 7°). 
Soit (oc) ce représentant. 

Il y aura, dans A’(n, =), une substitution € telle que, pour une 
valeur convenable de #, [UTE 6 soit réelle et égale à s. Alors 
s? = [#1] et # doit être Æo (mod + +1), sans quoi (s) serait de pre- 
mière espèce dans &'(n, r). Les multiplicateurs de s sont, comme 
ceux de [t]c, de la forme +1"; d’ailleurs, s étant réelle, ces multi- 
plicateurs sont conjugués deux à deux. Donc il y a autant de multi- 
plicateurs — + que de multiplivateurs 1, et —1*— 1%, Donc n est 
pair et : 


1° 5 a autant de multiplicateurs — 1 que de multiplicateurs + 1; 
T+ 


2, 


2° kala forme (24 +1) 
besoin s par [:"]s, ce qui rie change pas (s), on peut supposer 
que À— 0 


» donc = 11,, et, en remplaçant au 


80. A chaque détermination de 5 répond une seule classe de (s) 
Gane A (7, D): SOICNE, on ellel, 6 "Gé =3{f, pf. eltc OC st, |. 
D’après ce qu’on a vu (73-75), s’[1,'] est une transformée de s[1,'] 
par A(n, x?) et non pas seulement par A'(n, x”). Il y a done, dans 
A(n, =”), une substitution « telle que sa — «s’. Donc, avec les varia- 
bles æ,, y, .... Ly, y,, æ, y, les coefficients de s et s’ étant réels, 
ceux de « sont proportionnels a des nombres réels. Soit «= [¢]2’, 
a’ étant dans €, et p étant un facteur de proportionnalité. Comme ¢ 
multiplie a par ¢?, «la multiplie par ¢~? et o° est réel. Donc « est 
dans A’(n, x), et, puisque sx — as", On a aussi sx —2's', en sorte 
que s’ est conjuguée de s dans A'(n, =). 


81. Tenant compte de la condition qui porte sur les multiplica- 
teurs, et remarquant que Ÿ est réductible dans le champ €’ de 
A'(n, =); on voit, d'après le n° 77, que la s, 5 de A’(n, 7”) ne peut 
avoir que les déterminations +, 5), et s,m,, sin=4h, sit sin=4h—2. 
On peut d’ailleurs, si n= 4h, remplacer s, par ¢,..., qui a 
les mêmes multiplicateurs et est dans B(n, 7°), et sim, par 
CT M -Mur QUI àa16s memes multiplicateurs et est dans 
A, (n, =?) hors de B(n, =”). On peut aussi, si rn — 4h — 2, remplacer 
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Sato par L..», OU encore par t, y MEMR... Mie, qui ont les mêmes 
multiplicateurs et sont dans A(n, 7”) hors de A°(n, 7’). 


82. Soit n—2v—{h. La détermination s,m,, est à rejeter si est 
réductible, et la détermination s,, est à rejeter st Uv est irréductible. 

Soit, en effet, C-'5[1]C—5, étant dans A°(n, x”). Comme o[t, |, 
et de mêmes, multiplient a par t, s, qui est dans A’(n, 7), est de la 
forme ay, « étant dans A(n, 7) et C-'oC = ay[1,' ]. 

Soit d’abord à réductible; on a y[t,'] =II\m,,,; je désignerai ce 
dernier produit par u,,. Donc tout d’abord, |«|—=1; donc « est dans 
A°(n, x). Comme A°(n, x) et u,, sont dans B(n, =*), 5 y est aussi, 
donc a nécessairement la forme s,. On peut d’ailleurs remplacer s, 
par ¢, ,, qui a les mêmes multiplicateurs, et est dans B(x, 7). 

Soe. 


Soit maintenant  irréductible. Alors, en posant »’——— =yJ), 


2 
ona 
St a a ee 


Comme » est impair, et que /, et +, dont le produit est +", ont toujours 
des caractères quadratiques opposés, y[+,']est dans A°(n, x”), donc 
|%|==|o|=1 hors de B(n, r°). Donc « est dans A°(n, =), c’est-à-dire 
dans B(x, x”) et o hors de B(n, x); done o a la forme s,m.... 


83. Je dis, de plus, que la détermination 9 n'est acceptable, pour 
n=o0(mod 4), que si Ÿ est réductible, et, pour n=2(mod 4), que 
si) est irréductible. En effet, 9[1,] multiplie a par —:, et a pour 
déterminant (— 1)". Sa conjuguée réelle S-'o[1,]¢ a donc la forme 
Ra 


2 


- Comme 


Yo%, & étant dans A, en posant y,=y 


Yo|=(— 1)”, on 


a|a|—=r1, donc « est dans A’. La condition (y,«)?=[+] peut s’écrire 
Yo! *Yoa'= [t] yy? at. 


Or le premier membre est dans B(n, =), car a et y,' ay, sont dans A° 
et toutes deux en mème temps dans B ou hors de B. Comme «° es 
dans B, [+] y,” est donc dans B. 

Or, si Ÿ est réductible, [:]y,?=II’'m;', et cette substitution ne 
peut être dans B que si » est pair ou n=0 (mod 4). Si v est irréduc- 


~~ Fe" bie td as 
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tible [t]y,” = II; m;', et cette substitution ne peut être dans B que si v 
est pair, ou n = 2 (mod 4). 

On remarquera que, si est irréductible, l’action de o[1,] sur x, et 
Yv, est réelle (les multiplicateurs —1, et 1, sont conjugués). II suffit 
donc que l'on puisse trouver une substitution €, agissant sur 2,, 
Ju...,2, 7, seuls, telle que C-' o[:,|C soit réelle. Or v étant ici paire, 
on saura former une telle substitution ¢ si l’on sait la former dans le 
cas où Ÿ est réductible. 


84. D’après les résultats obtenus, Œ'(n, x) peut avoir seulement: 
une classe de s, de seconde espèce lorsque n —=o(mod 4) et à irré- 
ductible, ou lorsque n est = 2(mod 4) et Ÿ réductible; deux classes 
de s, de seconde espèce lorsque n est = 0 (mod 4) et Ÿ réductible ou 
lorsque n est = 2 (mod 4) et Ÿ irréductible. 

Pour tous les cas, on a vu (42) que &’(2, 7) contient (4, y), et l’on a 


ny = [:]. Donc le carré de 


Wy tiyi= 61... 


est [+], et (sy) est une s, de seconde espèce. Donc '(n, 7) a tou- 
jours une classe de s, de seconde espèce que l’on peut représenter par 
(ty). Elle est toujours hors de &(n, =). 


85. Pour les troisiéme et quatriéme cas, il faut distinguer suivant 
que x est =1 ou 3(mod4). 
Soit r = 3(mod4). (4, x) si est réductible contient (d,T,.4,) 


» 


et d,T,,t,. =[d]. Donc dans le troisième cas, le carré de 

iy? dois Toi, xii, = 6,— 0 
est [d] et (©) est une s, de seconde espèce de CU(n, x). Comme (I, 28) 
ir SPdities la substitution Piste ed, Piste est dans B. Il en 


est donc de même de ©. 
Il est impossible que l’on ait 


: a’ Oa’ = [p] tw Ys 


a’ et wu élant dans A’(n, x), car la substitution du premier membre 
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conserve la forme a, et la substitution du second membre la multiplie 


par pt, toujours 43. 
Dans le quatriéme cas, si l’on pose 


di Tis 212-1, 21 Ov, 
on a toujours (0,)?=TII\d;. Or on a vu que si Ÿ est irréductible 
———2 oxi 
'(2, x) contient KES —([1,]9) et que [t.]o —[t]. Désignons 


alors en général par s; l’action de s sur les variables x; et y;. On aura 


2 
T+l T+1 


dois Toi 01 24,21 a (ile, = | t joins [¢ Joe. 


Donc 
; T+! = 


OM [¢],* [elev =[e]. 


Or on voit que 


T+1 


[toler Lt hemi 
donc ona 
T+1 


em. |. ate 0, [=] My'e 


et, si 0’ = 0,m,,,, on a0’? =|[d]. Et (0) est une s, de seconde espèce 
de &'(n, x). 6, est toujours dans B, donc 0’ toujours dans A° est dans 
B en même temps que m,., c’est-à-dire (I, 40) toujours et seulement 
si l’ordre 4 de « divise nat, c'est-à-dire si r +1 est =o(mod8). 
Il est impossible que l’on ait 
a’ Olal==[B] bw, 
a’ et [pw] étant dans A'(n, x), car la substitution premier membre 


conserve la forme a et la substitution second membre la multiplie 
par p°1, toujours 1. 


86. Soit s=1(mod 4). (4,7), si W est réductible, contient 


—_———— | 
diTiotioy et d,T,,t,.y =|—+]. Donc, dans le troisième cas, le 
carré de 
iy? d,j_, Toi oi loir ni Vois Yai 0 ¥ 


est | —+]et (Oy) est une s, de seconde espèce de &'(n, +). 


LES SUBSTITUTIONS D’ORDRE 2 DU GROUPE QUADRATIQUE GALOISIEN. 117 
Il est impossible que l’on ait 


paid ge loa S| RE 


a’ et [| étant dans A’(n, 7), car, en élevant au carré on aurait 
[—«J=[v* J [4], 


d’autre part, les deux substitutions devant multiplier la forme a par 
une même quantité, il faudrait u?— 1. 


H—1 
Pour le quatrième cas, on voit que le carré de 6,11; y{1].* est 
IF {1}. Comme le carré de [1,],9,, est [1], le carré de 


F— 


i 
Ov vile], * [too 
est [+]. Si l’on pose 
x! 
[to lw v= “ap Ë jee 


on voit que |a,|—1, donc «,—=™m,,, et l’on doit avoir, en comparant 
les multiplicateurs de z,,, 


T—1 T1 A+] T?2—1 TI T—1 
! 4 ee 4 4 2 
ol MR ou a À =) PE Me 


etsi0,ym,,—0", on a 0”? =d, et (0”) est une », de seconde espèce 


de G'(n, 7). Comme @” est dans A” y, (@”) est hors de &. 
Il est impossible que l’on ait 


a 18" = [pw] bw; 


a’ et [1] étant dans A’(n, x), car, en élevant au carré, on aurait 


[d]=[v?][+] oup?=—1; d’autre part, les deux substitutions devant 
multiplier la forme a par une même quantité, il faudrait = p?!, ou 
pu? = — i bes 


Ainsi à la classe représentée par(t,...,"y), s'ajoute comme classe distincte : 

Si n est =o(mod4) et 4, réductible, la classe représentée par 
(9) = (Pda) stat 8 (mod), et par (@y) si 
m= 1 (mod4); 

Sin = 2(mod4)et irréductible, la classe représentée par 8! —6,m,., 


sin =3 (mod4), et par (O”) =O,ym,.,, pt" 1 * ,sin=1(mod4). 
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87. D'après le n° 79, les substitutions de A’(n, x) ainsi obtenues 
doivent être conjuguées, dans A’(n, x”), d'une des déterminations 
acceptables de o[t,], à savoir s,.,[t,], ou 4,[1,]1l tm, (81, 82) 
ou p[t](84). 

Or si l’on pose a;— x;7;, a, =, le groupe &'(2, 7°, a;) (I, p. 284) 
contient pour &— 1, ...,v les substitutions (4), (tm), (y;) que l’on 


À QT 
peut écrire en posant + #5 (2) (=) (:'3). Le groupe &(2, x’, ai) 


contient (¢;y;), et l’on a 


| (rd =(5) (i=, ..,9) 
et 
Wiv= ( Ë ) pour Ÿ réductible, 


I a 8s . 
tyyy= (>) pour Ÿ irréductible. 
Les substitutions (se ? ) (1,3) et as . ) =(7,'s) trans- 
forment respectivement les pôles 1 et — 1 de(¢;) et ceux t’* et — 17 de 
T+1 4—7 
(mé) en ceux t, et —1, de (ty;). Si G=y; * , et CF; =y; * , on 
vérifie que 
Cr! ti[ to Si dy: En 
uma tery RS) 


Si Y est réductible, ona aussi 


Cy tuto ly Sv tw Yur 
T+ 


res 


Sidonc€=y'* , ona 


ge byw to] = t= Livy. 
Si J est irréductible, on a 


ty! ty [to] Ww wy. 


Fr 127 
Sidone (’=y'* ,ona 


Eole tome = tv. 


Dr 
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Si, en supposant n= o (mod4) et | réductible (83), on pose 
Qj Lai J'ai + Lai Vo (ET, Là al + 
le groupe &'(4,7?,a;) contient les substitutions (9) 


(zi, Toiles ist) = (91) (Diyair Yai) 


di— 1 


; 3 XZ: 5 5 - 
qui, si l’on pose RÉ me répondent respectivement aux substi- 
at 


tutions (— «), (=z) et (=) de [&'(4, 7, a;)] (48, 51). Leurs 
pôles respectifs sont o &t a, ¢ et — e(e*— — 1), n et — n(n°——1). 


f I 
; +: HE etes 
Or U(2, x”) contient la substitution ¢, = —— qui transforme 


u— — 
4p 


o et co en p et — 9; et dans la correspondance de U(2, x”) à B(4, x’, a;) 
(48; I, 40) à £, répond 


— A7 œ 
Cis Ur W 2i—1,2/,t U1, EET 


On vérifie alors que, si r = 3 (mod4), 
T+! 


Cis! At os PUR dri 4 249i 


et que, sir =1 (mod4), 3 
Cin! elrmeshen lange: 


si donc on pose 8 = II’"0,, et suivant les cas, f= II""%,, ou Il”;,, on a 


” Tel 


re lo ‘ |a0 
ou se 
eee [er Jer. 
: A’ A 

88. Cherchons maintenant les s, de CL=--= 5: Une substi- 
tution (s) de & est une s, toujours et seulement si s° est dans D. Je 
dirai que (s) et sa classe sont propres si s*==1, impropres si s* = d. 
Une s, propre est toujours de première espèce; une s, impropre est 
de première ou de seconde espèce suivant que 71 ou 3 (mod 4). 
Une s, propre (s) et une s, impropre (s’) ne peuvent être conjuguées 


120 DE SEGUIER. 


dans &, cars’, qui est d’ordre 4 devrait être conjuguée de ds qui est 
d'ordre 2. ¢ 


89. D'après leur définition, les s, propres de & ne sont autres que 
les s, de A où Von regarde les variables comme homogènes. I reste à 
étudier leur distribution en classes. 

(a’) est conjuguée de (5) dans & toujours et seulement si o’ est 
conjuguée, dans A, de o ou de dc. Or pour que deux s, soient conju- 
guées dans A (67, 68) il faut et suffit qu’elles aient les mêmes multi- 
plicateurs, et qu’elles soient toutes deux dans B, ou toutes deux 
dans A° hors de B, ou toutes deux dans B', ou toutes deux dans B?. 


90. Supposons d’abord n pair (et Yo). Soient 5 —s; ou s;my, 
et o'— 5, ou s,m,,. Comme au n° 77, pour que do soit conjuguée de 0’ 
(donc aussi do’ de c), il faut d’abord que # =v’ — i. Si alors d est 
dans B, ds; et ds;m,, sont respectivement conjuguées de s, et s,m,. 
Si d est hors de B, ds; et ds;m,y sont respectivement conjuguées de 
5,My et 5,; et, Si alors n= 4h, donc Ÿ irréductible (I, p. 348), ds, est 
conjuguée de s,m,,, donc (s;) de (s,m, ). 

Soient 6 = sty OU SiMixlo, et a’ = Ste OU S,Mylo(t, K=1, ..., v’). 
Comme au n° 77, pour que do soit conjuguée de 5’, il faut d'abord que 
k= v’'—i-+1. Si alors d est dans B, dst, et s,t,, toutes deux dans 
| B, £,}, sont conjuguées, dsm, ly et 5, mM,yt,, toutes deux dans | B, ¢,m,y! 
sont conjuguées. Si d'est hors de B, ds;t, et dsim,;t, sont respective- 
ment conjuguées de s,m yt, et st et, si alors n = 4h — 2, ds,t, est 
conjuguée de s,m,,1,, donc (st,) de (Spm ty ). 

Donc, pour n pair, on aura des représentants non conjugués de toutes 


la ‘ Y < ‘ 24 yee ee D 
les classes de s, propres de & en prenant : les (s;) et (s;m,x) où i< — = 


Cauet Med 


en supprimant, pour n = {4h et Y irréductible, (5) ou (sam); puis 
2 


: vee Y'+I n+ Pre 
les (sit) et (simixto), O81 CS —— = 7) ensupprimant, pour n= th 
etd hors de B, (5;,t,) ou (5, Myty ). 


( 5 ~ : : 7 

91. Supposonsn impair. Solent = s;ou s;m,x, et 5 — $,t, ou S,M,xty. 
Alors C= ct (I, p. 320). Il suffit done de répéter l'énoncé du n° 78. 
pans 8 : in ; : | à 
Pour que ds (qui est ici hors de A°) soit conjuguée de >’ (donc aussi 


à EMR On 


LES SUBSTITUTIONS D’ORDRE 2 DU GROUPE QUADRATIQUE GALOISIEN. 121 


ds’ de 5), il faut d’abord (78) que k=v—i-+1. Alors ds; est con- 
juguée de 5,1, ou de s,7m,xt,, qui sont, l’une dans un des B‘, l’autre 
dans l’autre (68). Ponr préciser, ds; qui est dans {B, d}, est 
conjuguée de s,f,, qui est dans {B,¢,} toujours et seulement si 
di, = d,.., est dans B, c’est-à-dire si x =1 (mod 4), ou si v est pair. 

Donc, pour n impair, on aura des représentants non conjugués de’ 
toutes les classes de s, propres de & en prenant les (s;) et (s:m,) 
DOUTE. +, prin giv. 


92. Soit (s) une s, impropre de &. 

Soit d’abord % =1(mod 4). Alors [e~']s = 5, est une s, de A’ hors 
de A. Elle n'existe (72) que st n est pair et | réductible, et elle est 
alors conjuguée de © dans A’. Donc s est conjuguée, dans A’={ A, y} 
de [e]o = dll’ m;,. = du. Comme y est permutable à u, 5 est conjuguée 
de du dans A, donc (s) de (4) dans &. En ce cas, & contient donc 
une classe et une seule de s, impropres, que l’on peut représenter par (uw). 

Soit x = 3 (mod 4). Alors (s) est une s, de seconde espèce de &’. 
Elle n’existe (79) que pour n pair, et (86) est conjuguée, dans @’, 
de (@) si n est = 0 (mod 4) et 4 réductible, de (9) =(O,m,,), si 
n est = 2 (mod 4) et 4 irréductible. Or on vérifie directement que 


+ np 
Yor Vois Dites Yo Mir, Opeth s 45 


done, si l’on poseu = IT’”’m,;_,,, pour n= 0(mod 4) et p’ = Im; 
pour n=2(mod 4), ona 


v7 'Oy =p Op 
et, y comme vu’ étant permutable à m,,., 
herds O'v — sert O'p’. 


Ainsi toutes les conjuguées de @ ou @’ dans A’=| A, y} s’obtiennent 


en transformant 0 ou ©’ par A. Donc les s, impropres de & forment une 


seule classe, que l’on peut représenter, suivant les cas, par (@) ou (0'). 


93. Comme A° contient ou non D suivant que » est pair ou impair, 


sin est impair CL’= A; et, sin est pair A'= 5 - 
Soit donc n pair. Les s, propres de CL’ ne sont autres que les s, de A° 
Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fase. |. 16 
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où l’on regarde les variables comme homogènes; et l'on voit, comme 


pour &, que l’on obtient des représentants non conjugés de toutes les 
VI n 


classes de s, propres de &° en prenant les (s;) et (sim) où tS ; 


en supprimant, pour n= 4h et 4 irréductible (s;,) ou (sims). 


FA 
4 


94. Soit (s) une s, impropre de CL’. 

Soit d'abord x =1 (mod 4). Comme pour & (92), (s) n’existe que 
si | est réductible, et ds est conjuguée de y (92) dans A={A°, 1, |. 
Or t, transforme m,. en m,_.—d,m,., done & en d,u. Donc ds est 
conjuguée, dans A°, de » ou de d,u Or considérons en général les 
substitutions de A qui transforment & en d, ,v.ougend, ,9. Elles 
sont de la forme ot, ,, o étant permutable à 9, donc de la forme «3, 
a étant dans ls... et 8 dans T),...,,. Pour que «3 soit dans A, il 
faut et suffit que l’on ait 

i 6 2 koe 
2, anBu=} i JS FRE, 
en sorte que |o|—|a«|||—1, et s est dans A°. Ainsi les substitu- 
tions de A qui transforment v.en d,_,u. sont dans A° ou hors de A°, 
en même temps que ¢,_,, c’est-à-dire suivant que # est pair ou impair. 

St donc n=o (mod 4), ni d,u, ni dd, u=d, ,u ne sont con- 
juguées de uv. dans A°, donc (x) et (d,) représentent deux classes 
distinctes de &°. Mais st n=2 (mod 4), dd,u est conjuguée de uv 
dans A°, donc (d, uv.) de (uw) dans cl’. 


95. Soit maintenant r = 3 (mod 4). 

Alors (92), (s) est conjuguée, dans & —{&", t,!: 

de (@), sin est =o (mod 4) et | réductible; 

de (@,m,..), sin est = 2 (mod 4) et ¥ irréductible. 

Dans le premier cas, (s) est conjuguée dans &°, dans (@) ou 
(t,0t,) =(t,,). Or, dans ce cas, les s, impropres de 


CU (nr, 7?) > A(n,T) 
forment [d’après le n° 94, x? étant =1 (mod 4)] deux classes dis- 


tinctes. Donc Les s, impropres de CU°(n, x) forment deux classes dis- 
unctes, que l’on peut représenter par (@) et (@t,.). 


ee 
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Dans le deuxième cas, les s, impropres de &°(n, n°) ne forment 
qu'une classe (94). Il y a donc, dans A°(n, 7”), une substitution «, 
telle que DO@,t,.m,.%,—= Da,@,m,,,. Si l’on prend pour variables x et y 
au lieu de x, et y,, il résulte de cette relation que les coefficients 
de «, sont proportionnels à des nombres réels, en sorte que «°—[e]x’, 
a’ étant dans A'(n, x), et p désignant un facteur de proportionnalité. 
Comme a’ multiplie la forme a par ¢-*, p? est réel. Si p? est carré 
dans €, p est réel, donc x, dans A°(n, x) et (@,m,.) est conjugué 
dans &°(n, x) de @,t,,m,,. Sip? n’est pas carré dans €, remarquons 
que m,;_,,.m,,. est permutable à d,;_ Ti, 42; 1,25, que, pour tr, 
etj—1,...,v, m;, est dans B(n, 7?) (e est carré dans C’) et que 


. —l+ka. 
“uj & Lj 


Mes 
Sen US 


est toujours réel. Si donc on pose 


Oo TD? mai, cma! mye, 


a, est permutable à O,m,. et dans B(n, =”), donc a,o, est dans 
A°(n, 7”) et transforme 0,m,, comme a. D'ailleurs o,—[el]s", 


a’ étant dans A'(n, 7); donc a,o,=[ee]a’o’. Ici co —— 9° est carré 
dans €; donc <p est réel, donc a,c, dans A°(n, 7), et (@,m,.) est 
conjugué, dans (°(n, 7) de (O,t,.m,). Donc les s, impropres de 
A°(n, = forment une seule classe, que l’on peut représenter par (@,m...). 


96. Si d est hors de B [ce qui a toujours lieu pour 7 impair 
(I, 39)], on a @=B. Supposons donc d dans B, donc n pair 
et (I, 39) : 

ou bien n = 0 (mod4) et  réductibles; 

ou bien n=2(mod4), et soient x=1 (mod4) et  réductible, 
soient 7 = 3 (mod4) et Ÿ irréductible. 


Les s, propres de @ ne sont autres que les s, de B où l’on regarde les 
variables comme homogènes, et l’on voit, comme pour Ct, que l’on 
obtient des représentants non conjugués de toutes les classes de s, 

y n 
propres de @ en prenant les (s;) où 1£ = = ; 


9 
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97. Soit (s) une s, impropre de &. 

Soit d’abord x = 1 (mod 4), Comme pour & (92), (s) n'existe que 
si) est réductible et, dans A°— {B, My}, ds est conjuguée deusin=2 
(mod4), de w ou de d,w (92) (ni y ni dy n’étant conjuguées de d, p.) 
si n=0 (mod4) (94). Comme m, est permutable à p et d,u, ds sera 
conjuguée, par B, de y, si n= 2 (mod4), de p ou de du, sin=o 
(mod4). Si donc n=0 (mod4), x et d, y. sont dans B, les s, ëmpropres 
de G@ forment deux classes, que l’on peut représenter par (y) et (dit). 


1 
Si n = 2 (mod4), comme c=+ ‘ n'est carré que si r;<1 (mod8), 
u n’est pas de B, et @ n'a pas de s, impropres. Mais si r =1 (mod8), 
uw est dans B, les s, umpropres de G forment une seule classe, que l’on 
peut représenter par (1). 


98. Soit maintenant 5 =3 (mod4). Alors (s) est de deuxième 
espèce et n’existe, dans &°—{@, (d,)}, que dans les deux cas sui- 
vants (95) : 


si nest = 0 (mod4) et Y cédnclible; alors (s) est conjuguée de (@) 
ou de (@4,,) représentant deux classes distinctes); 

si n est =2 (mod4) et v irréductible; alors (s) est conjuguée 
de (@,m,,.). 

Soient n= 0 (mod4) et Ÿ réductible. La substitution d, transforme 
diTiotio = So, etd, T,,—=R,,,, en dia Si,2,=1 dia Rios donc @end,,0 


et @2,, en d,,@t,, Or (58) si Ee eS désigne une matrice 


de U(2, IL) (X?+ w?=—e), à une substitution de U,.,, de matrice 8 
répond dans W (I, 40) une substitution transformant S,,_, en 
d,.S,,o,-; et à une substitution de U,,., répond, dans V (1, 40), une 
substitution transformant R,,, en d,,R,,,. Ces substitutions étant 
dans B,,= VW, d,,0 et d,,@t,, sont respectivement conjuguées, 
dans B, de © et O¢,,. Donc les s, impropres de @ forment alors 
deux classes que l’on peut représenter par (®) et (Ot,.). 


99. Soient n= 2 (mod4) et 4 irréductible; d, transforme @,m,. en 
d,,O,m,;. Or ces deux substitutions sont transformées l’une dans 
l’autre par la substitution de V indiquée au numéro précédent; elles 
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sont donc conjuguées dans B; et les s, impropres de ® forment alors 
une seule classe, que l’on peut représenter par (O,m,.). 


100. Soit (s) une s, quelconque de &'; désignons par IU, IU, Iv’, 
&'ses normalisants respectifs dans &, A’, A, B®. Si(c) est dans NU, 
s n'étant pas dans N’, on doit avoir o-'so—{[t]s. Élevant au carré et 
remarquant que s? est dans I’, on obtient 1°*=1, d’où ‘= — 1. Donc 
stransforme s en ds et o? est dans N'. 


101. Soit (s) de première espèce. On peut supposer que s?—=1 
(76) et (77, 18) ques =s,—1t,,mid, 1005 =5,m,;, OU S—$1, 
si n est pair ou s—9sinest pair, W réductible. 

Dans tous les cas, pour que dt soit conjuguée de s, il faut ques ait 
autant de multiplicateurs —1 que de multiplicateurs +1, donc 
que n soit pair. Alors o ne peut exister que pour 9, si } est réduc- 


‘tible, ou, si na — 4h pour s, ou s,m,, qui ont 2 k multiplicateurs — 1 


ou, Sin — /{h— 2, pour spt, qui ont 2h — 1 multiplicateurs — 1. Dans 
tous les autres cas, les normalisants de (s) sont ceux de s où l’on 
regarde les variables comme homogènes. 


102. Soientn = 4hets =t,,m,,d,_;,. Prenons les mêmes variables 
Hy Vis Las Vas +. +3 Lys Vus D, Y QU'au n° 73, supposons que 


p= x? + c'e 
et considérons encore les formes 


1 
Ly ) JF 
ql + c'y?, Oa 2,4 EYi + BP Me. 


He as æiyi Se 2 à 

Comme s multiplie par —1 les variables de a,, et par 1 celles 
de a,, pour que o transforme s en ds, il faut qu’elle remplace les 
variables de a, par des fonctions des seules variables de a, et les 
variables de a, par des fonctions des seules variables de a,. De plus 
pour que o soit dans A’, c'est-à-dire transforme a en fa, il faut 
et suffit qu’elle transforme a, en fa, et a, en fa,. Si done A, 
et A, désignent les groupes respectifs des formes a, et a, on 
aura o-'A,o—A,; donc A, et A, sont de même ordre. Il faut et suffit 
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pour cela (I, 27) que les discriminants des deux formes 
xP tye pong ag , 
Lee dere a Co 4) et ner 
aient même caractère quadratique. Donc —c’ est carré et 4 réduc- 
tible, et l’on peut supposer c’=—1. Mais alors (s,) et (s,72) 
sont conjuguées dans @’ (77). On peut donc toujours supposer 
que s = t),d,._,, done l = 1. 
Les variables a’, et y’ sont alors définies par 


1 , Fs 
Li Li +} Ji ei Ji: 


On peut remplacer æ et y par æ,=x+y et yv=x—Y, ce qui 
donne t, = 4, (I, p. 322), donc s = ¢,,-d,__,. On voit alors que la subs- 
titution 


mom r 7 
= Ty 242 Ts.n+3 “12180 


qui est dans B, transforme s en ds. | 

Ainsi, pour n=4h, si % est réductible, les normalisants de (5) 
sont At = (N + cP) IU =(N'+ GN’), A—(N° + GN°), L=(P + oP). 
Si est irréductible, les normalisants de s, sont (N). (N’), (N°), (P). 


103. Soit n= 4h — 2. Comme au n° 74 prenons pour s une s, quel- 
conque de A’ ayant 24 — 1 multiplicateurs — 1, soits —1t,d,..n, et 
posons 


Comme s multiplie par — x les variables de a, et par 1 celles de a, 
pour que o transforme s en ds, il faut qu’elle remplace les variables 
de «a, par des fonctions des seules variables de a,, et les variables 
de a, par des fonctions des seules variables de a,. De plus, pour 
que o soit dans A,, c’est-à-dire transforme a en ja, il faut et suffit 
qu'elle transforme a, en fa, et a, en fa,. Donc les discrimi- 
nants (—1)"-'2c de a, et (—1)""' f?"*'2 de fa, ont même caractère 
quadratique. Donc fa le caractère quadratique de c’. 

Sic’ est carré, on peut faire c’ = r. On voit alors que la substitution 
F4 4. 


r CS a 
FT Pin [PRE oa Tonus 
2? 
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qui est dans A°, transforme s en ds. On peut prendre x,=x— ey, 


¥v=x+ey, Alors 


ae y ' 
- be =m,., et o est dans B toujours et seu- 


lement si r =1 ou 7 (mod8) (I, 32). Si cette condition n’est pas rem- 
plie, on remplacera o par ou,, 4, étant une substitution quelconque 
de A} hors de B, (74), par exemple m,.. 

_ Ainsi, pour n = 4h—2 et c'=1, les normalisants de ENT Here) 
sont A —(N+ oN), IU = (N'-+ GN’), N° = (N+ N°), & = (P + oP) 
en prenant | 


a Tithe se Diem Myem”, 


Oo sl T=1 


k= à ps (mod8). 
5 


Soit c’ non carré. Si x =1 (mod 4), ¥ est irréductible, et d est hors 
de B (I, p. 348). Si Ÿ = 3 (mod 4), Ÿ est réductible et d est hors de B 
(zbid.). Donc, sic’ est non carré, d est toujours hors de B, A°— BD 


(I, 39) et B= a = = = &,. Alors o, multipliant la forme a par un 


non carré est dans A’ hors de A” (J, 2%); donc (c) sera dans &’ hors 
de ©. 

Soient 7 la substitution, hors de A’, qui multiplie chaque x par : 
c’ sans altérer les y, et o la substitution précédemment trouvée. 

On voit que ot transforme s en ds et la forme a en c'a. 

Ainsi pour n = {h— 2 etc' non carré, les normalisants de t,d,,.,n-; 
sont Ji =(N), It = (N'+ otN’), IU = (N°) = &. 


104. Soient s= 9, et | réductible. Comme 


Li — Lj 


J'i ji 


! 


#=| | CE V2) 
on voit que t, transforme 9 en do et est dans B ou dans A hors de A" 
suivant que v’ est pair ou impair. S donc v est pair les normalisants 
de (9) sont A —(N + 5N), IU = (N'+ oN’), IV°= NUN'=N(75)|, 
¢—=(P+ oP), o=1,,. Srv" est impair, toute substitution os de A 
transformant 9 en do, étant dans 4,.,N < 4... A", est nécessairement 
hors de A,. St donc v' est impair, les normalisants de (9) sont 
It=(N-+ aN), JU=(N'+ oN’), AN), LE —(P). 


9 % 
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104 bis. Soit (s) de deuxième espèce. On peut supposer (86) que 
s=t, yy, où 6, sin est = 0 (mod 4), Ÿ réductible, et x = 3 (mod 4), 
ou (Oy), sin est =o (mod 4), Ÿ réductible et x = 1 (mod 4), ou 4,m,-. 
sin est = 2 (mod 4), t irréductible, et x = 3 (mod 4), ou (0, ym), 
si n est = 2 (mod 4), Ÿ irréductible, et x = 1 (mod 4). 

Les normalisants A, A AL, & de (s) dans les groupes CL, &”, A’, 
@, contiennent les groupes (N), (N’), (N°), (P) obtenus en regardant 
les variables comme homogénes dans les normalisants de s dans A, 
A’, A°, B. Si, de plus, ces groupes contiennent une substitution 5 
transformant s en ds (100), les normalisants de (s) contiennent en 
outre les complexes (oN), (oN’), (oN°), (oP). 


105. Soits=t, y. Supposons  réductible. L'action s; de s sur 2; 


; wi Yi ÿ . 
ety;(i=1, ..., vest ” . Si l'on prend les variables 
i Ti 
Bj B+ to Vis === Wt, 

- Ti bo Zi : là "7 

s;prend la forme canonique |", “| |, et 2,y;devient ze (ei i)» 
\ DT oe Soe 0 à 
Si donc on pose 
I wore I roe ° 
a,= — 2) Li; a,=— 7— dV y7 =, 


Abo 


a= 


Lo 


s multiplie les variables de a, par +, et celles de a, par —:1,. 
Dans A(n, 7”), le normalisant de s est donc le produit direct 
A(v', 7°, a,)A(v', n°, a,). Comme y;—x;, les substitutions de l’un 
de ces groupes sont conjuguées de celles de l’autre. Le normalisant N 
de s dans A(n, x) sera formé des substitutions réelles de ce produit. 


Ce sera donc le groupe A formé des produits x,%, de deux substitu- 
tions conjuguées. Comme [a |—|x;|= +1, À divise AP Cie ay 


2 V 9 V 

Donc N=N°=A. P est le p. g. c. d. de A et de B. A, contenant 

nécessairement d, ne divise pas toujours B. 
Comme s multiplie la forme a par !, on a A! — {A, st, donc N’={N,s'}. 
On voit ensuite, en revenant aux variables x; et y;, que ) trans- 


R—!t 


forme s en ds. D'ailleurs, s * > est dans A et transforme aussi s en ds. 


Ty ee a 
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r=! 


wih —(—1) * ; d'autre part, 


=), 


Fr 


2 


9 =(—1)”, donc |s Saye * . Si done’on prend 6=$ * =, 
a est hors de A° si = est =3 (mod 4) etn =2 (mod 4). Alors on a 
AU = (N'+ oN’), ov (N 4 oN), Ol°==(N*), =D)" Siena 
(mod 4), s est toujours dans A°, done A1°— (N° + oN°); on a 
o=[e]o=—IIm;,'. Si n est =o (mod 4) ou 7 =1 (mod 8), 5 est 
dans B, alors €=(P+P). Si n=2 (mod 4) et =r (mod 8), 
a est hors de B, alors f =(P). Si = =3 (mod 4) et n=0 (mod 4), 
on trouve 


n+1 


Done s=II’t;m,, * est dans B; et £=(P + sP). 


106. Supposons d irréductible. Si l’on prend les variables 


| 4 , 
Lj Di by Vig Di Lilou Vis 


. i by Xj 
s, prend la forme canonique | , 


(inet, Su, 2); Ol, conime 


ie a PE 


CONS a : : 
Tia ds ton , sy, Si l’on prend les variables 
Yr UR Ly : 
LE I 
Dp Ly + SV, iyo gr ( Ly — LVy), kee L ©? ‘ er — ~s 
f, Ha Darin 
prend la forme canonique , |. Ainsi la forme canonique 
Jo — be Vy | 
x. t D. 
de s est IT” TRE on a 
Vi See LI k 
Le Vise se sic — yi?) (dx, PM), 
FAR 
Ly Vy aye Ly — LV ). 


Si donc on pose 


12 a? ps 
I TL; Dy { a Ae PR \ oe 
ais), oat (3 2 —ov)=a. 
Lo & +4 = ww 


s multiplie les variables de a, par et celles de a, par —:,. Comme 
17 


Ann. Ee. Norm., (3), Ll. — Fasc. 1. 
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précédemment, N sera le groupe A formé des substitutions «,@,, 
a, étant dans le groupe A, de la forme a, et 2, Pgniugace, de a, et 


À divise A° (n, x). Done N= Neo=A. P est le p. g. c. d. de A et de B, 
et N’'={N, s}. 


On cuil enduits que la substitution 
Jess 
tra a À 


transforme s en ds. D auliears Lie est dans A, et transforme aussi s 
en ds. Ici forse): ~?”, Si n=o (mod 4) ou si r=1 (mod 4), 
on’est pas dans A°, donc JU =(N-+ GN), IU=(N'+ oN’), A — (N°), 
&—(P). Si n=2 (mod 4) et x=3 (mod 4), s est dans A° et 


+1 


IU = (N° + N°). En ce cas, on voit que c= Il rm," .m,.. Comme v 
est pair, s est dans B ou hors de B en même temps que m,., c’est- 


I . . 
est =o ou à » (mod 4). On a donc, suivant les 


a- dire suivant 2 © 
cas, T—(P + oP), ou T—(P). 


107. Dans les quatre cas qui restent à étudier, on a une relation de 
la forme <-'o[to]C =[c"]s, A= T1. Considérons d’abord les nor- 


malisants N,, N,, N°, P, de 9 he A(n, 7), A'(n, 77), A°(n, &?), 
B(n, =), et ceux x, NU, NE, Fz de (9) dans An, 7), U'(n, =”), 
CU'(n, wre Si G(n, ns 1s 
She dé à > 
Or, ona(75), N,=N=V, en vi» N= {N, vy ail Fos | 


PSN Scns et (104 ), en posant o=2,_,, IN,=(N,+eN,), 
1 (N+ oN,); puis, si n=o0(mod 4), ne Ne, f= (P, + oP,); 
sin = 2 (mod 4), It,=(N,), T= (P.). 

Le normalisant JU est formé des substitutions (x) de cl, « transfor- 
mant sens ou ds. Sia est permutable à s, elle le sera à (-'of. Donc 
{xs ' est dans N., donc a dans C'N.¢. De mème, si « transforme s 
en ds, elle transforme [~' of en d—' of, donc fal—' transforme p en do. 
Donc #5" est dans No, donc a dans (-'N.o%. Donc I est le p. g. c. d. 


i 
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de C'It,C avec A(n, x). De même I, N°, & sont les p. g. c. d. 
de A, Mo, FZ, avec A'(n, t), A°(n, 2), B(n, 7). 

Il nous faut maintenant calculer (tapos B,, «, étant une substitu- 


tion quelconque de N,, et C une des substitutions définies au n° 79, et 
déterminée au n° 87. 


108. Soit n =o (mod 4), en posant j = 21 —1, k = 21, ona 
{ 
Pe he se 
{ 
Vi apo! TL} 
Go C ike Up era 2 W jm Ur = : 
ie ge Acces 


PAG re ey 
Comme (1, 28) Ci, = Ca jroo ON aura , 
I I 
#1) Sean 27: 
Glo— Js re — 
LE 2p FY 2 Pn oo ao 


La substitution a, a la forme 


wy  Z(our ee Œikir Zi) 
xi NB vat Bikes Jeu) 
Bit, DE Kis AERA CIN ker Lk) 


Divs Xx ( Bis Ye + Bindi Viki) 


avec la condition 3’=a~'(I, 40, 41). On voit que 8, se déduit de a, 
en remplaçant chaque sous-matrice (S, 117) : 


ap © iki o 
, r 
a À oO Bix oO Bi et 
Ai+1,k oO Aisi k+i oO 


(y Birre 9 Bin 


17. 
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(i et k impairs) de a, par Corus’, Sucre 89" (ef. S, 117). On 


obtient 
| I ; p / I ; p ' 
= (tik +fiuxn) 5 (Mikey + Pire) 5 (aix Pins) — 5 (ain —Birne 
1 ‘ I ; I an I : 
2p (Ai k+ Bier ) = (CIRE Biz ) 20 (oies, — Pau ) — à (œi+1,k— Bice 
eS 5 À : : 
NF I ’ ’ I , p * 
FA (œirs,k — Bike ) s (Oissker —Bix ) > (ais ker Bie "Y'= na (œita,e + Bikes 
1 $ I I : 1 : 
ee Bisike) —=(œirs — Bina) — (ak + Bit) (ik  + Bi+t,e- 
7 ; 2 ( , 
La matrice B;, ainsi obtenue, est la matrice générale du normalisant 
de s dans A(n, T°). 
Il nous faut maintenant calculer (-'a,c,€=7., 7=4,_.,. Les sous- 
matrices de a,c, analogues aux ay”, sont 
| oO Bix Oo Bikes 
Aik oO Aik+ oO 
ae ene i j ae 
Be Bite Oo Bin ees 
Hi+s,k (y Aina ke oO 
On aura donc 
tl Crk Ca ET Ciivt, 
ce qui donne 
1 ; ; I aes 1 , Aa 
Fo Liri,k + PB: cr 4 Airijkey + 0” Bix 70 RITES Bix ‘i 7 Citak p> Bix 
hp 
1 PU I ’ I ’ I , 
Foe ik + Pit ho Aik+r +0 Bi+t,k a. its 7 Bi a he ate Bi 
TRES a 4? ap 
I 2. L a I , I 
nr Que PP iter — 7 Hiker Pine — hp Hik+r — PBisie i an + p*Be 
; ! 
I a; 8; I B; I = I 
stink Bien Tr Fits keri — P Bie Te Gin t+ Bix —7- Ais k—p Bm 
4p i+ i, A+ np 1,4+1 Hy i hp i+1,4+1 Bix Api + p Bix 


109. Soit maintenant n=2 (mod 4), 4 étant alors irréductible, 
3, se déduit ici de «,, en remplaçant : 


1° chaque sous-matrice a, où ¢ et & sont impairs <v—1 par la 


sous-matrice 3." de tout aI’ Tres 


vitre 
oo 
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2° chaque sous-matrice 


oA) — Ge Où a 0 | 
DAS r ’ 
Oo Byx 0 Borat 
k impair Sy — 1 par 
I I I I 
1 J — & — y} — Ay — — Ay. 
A VAR AVE v,k are v',k41 Wh 
9 a at} = BY "20 2 29 2 : 


Bye PB vx — Bux PB, | 


3° chaque sous-matrice 


Ay’ oO 
o Br 
av) — 
? Bins 0 
, 
oO Bi 
par 
I 
PAiv’ = Bina 
2 
I 
Ais,’ 2p iv 
Qi = Bo : ; 
PARA Le E Biv 
I | À 
— is’ 2p i+1,9' 


4° la sous-matrice à!” par elle-même. 


La matrice 8, ainsi obtenue est la matrice générale du normalisant 


de + dans A(n, x”). Il nous faut maintenant calculer "ao =<., 


o=1,_,,.. Les sous-matrices de a,c analogues aux a" s’obtiennent en 


remplacant : 


1° chaque a,“ où z et & sont impairs <vy—1 par la matrice 


at; :., déjà formée pour n= o(mod 4); 


2° chaque a)” par 
Oo By Oo Bo | x 


œl") fre p 
: 77: O Owes o | 
3° chaque x’ par 
oO Biv 
esi Airy’ o 
CA ty op Re! i. 
NT oO Pi+1,4 
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fear)" ©, (par 
? Oo Boy | Bi 
oO , 
a | 7 À 
Ayr o 


Donc 7, se déduit de «, en remplaçant : 


a” ae . . . (i,k) 
1° chaque a” où z et k sont impairs <v — 1 par la sous-matrice 7; 


déjà considérée pour n = 0 (mod 4); 
2° chaque a” par 


: By eet PBve = Bye PB y 4141 
A bee LE EE I I I : 
SP ? v ? ye = Ay k+1 Ay A+L — - ay k 
° (6%) ny. 
3° chaque af”? par 

I 

= i+4,v PB 

2 

I ’ 

20 Biv’ Bis v 
ap tii. Sii+1 = oS ; 
I ' 
= MITA PBi+1,v' 
2 
I , 
> Biss ead Bi 
(v'v’) PP : 
o 
4° ag" par 
YY ty 0 Bvv 
2 Ayr Oo 


110. Arrivons maintenant à la détermination de JU. 

N, p.g.c. d. de C-'N,Z et de A(n, x) sera formé des substitutions Be 
réelles. 

Soit d’abord r = 0 (mod 4), donc Ÿ réductible, o est ici imaginaire 
[p—n, quand x =1 (mod 4), et p =e quand x = 3 (mod 4) (87)]; 
p* est réel et p——+. Un calcul direct montre que les conditions 
nécessaires et suffisantes pour la réalité des éléments de ff sont 


Me 2 , . 
(1) { Bien = Aiky Bix = Hi+4 k+ay 
LA . 2 - 
( Binet — — At+s,ks 614 — Hi k+4- 
On a donc 
Aik 0 Ar kta oO 
elites (y Ti+a,k+1 oO — Aiti,k 
us i +1,& (9 Hira kr oO 


0 Sika 0 ik 
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Les relations fondamentales [I, p. 324, formules (4)] deviennent 


alors 
o si lAk, 


Zi( oi Rien t+s— Cink ila) = : 
r st /=k 
(2) > 


2i( Oi kay Cig ler — Œita, ks Ci,l44) =O, 


Lil ax Kil — i+1,# ut 19, 


t, k, l'parcourant les nombres impairs < v’. 
Considérons maintenant la matrice des a qui détermine a,. En rem- 


plaçant z par 21 —1 et A‘par 2k —1 (en sorte que i,k — 1,2, ..., =) 


la sous-matrice des « qui figure dans a)” deviendra 


* Aei—4,2k-1  %ei. 2k | 


? 
Œoi,2k—1 Toi,ok } 


U VU 


ae Bik ik , ; 
et pourra s’écrire | | mi}: Par la même transformation, / étant 


uv 


Bix Bix / 


aussi remplacé par 2/—1, les formules (2) deviennent 


; : o si lk 
Zi toi-n,ok1 oil — %ei,ek—1 %ei—4,02—) = fo Sina = ke 
Zi(eiy,ok ia — Seek Seid) = 0, 
Xi ( %ei—1,2h—1 Hoi ol — Msi,2k—1 Lai 21) = 0. 
On peut les écrire 
fo si lA, 
2; KE Bu — Busi) = bar tera teh 


2, (3,8: BiB da À oO, 
vy ra ae 
2; bref ik ir 


F 
é v 
(ik l=19, ia 


Donc [I, p. 287, formules (4), (5), (6)] la matrice a parcours H(v’, =). 


Soit H,=H(v, x) le groupe que parcourt «, quand a parcourt 
H(v’, x). On voit que le p. g. c. d. deT-'N.C avec A(n, =) est CHS. 
On voit, comme précédemment, que les conditions nécessaires et 
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suffisantes pour la réalité des éléments de 77" sont 


’ 1 0 ’ ne I . 
Br = — ae Hi+4,ky Bi, = — hee o Oi,k+1 
2 I L2 | 4 as I . 
Bix = Ape ven CORRE Ge? ike 
Donc 
ik o Li,k+1 0 
| are —T,. 
oO he Aisa k+ 0 Rs tra 
aA t: ; — 
D t,t+1 
€ Li+1,k oO Hiss tks La 
Es E ee 
oO — =——~ Aik oO Tas ik 
4 p? i,k+1 4p? i 
La première des formules (2), pour / = &, devient 
Zi ( RCs een = Cie, ROR = ho; 
les autres restent inaltérées. On peut encore écrire 
ri I i 4 \ 
an y 7 oO ee L 
2p i+1,4 2p i+1,h+1 
eg a I 
0 20 Aiki 0 20 Qik 
alts) lin = Ei 
7 I I 
— Aik 0 — Qi, Lo 
20 20 
L +. wat. 
À 0 Bee Li+i,k+i 0 my Hiss k. 


i ah <j 


Ci Ti ivy Mi 29 Miss otis ) 
ou, en remplaçant au second membre & par 27 — 1, 


77D er 
[i= Psi 21M ai-1.9¢ Mejjoglsi-y,vi 


= dois Tai 2tloi— 28 oi—y ,—ag Mai, og = doi Suis ,2i,2ge 


La sous-matrice qui multiplie £; étant une sous-matrice de 
2.1, est une substitution de H,Ë, en posant £ —IT°#£;. Donc 


= (LUE HEURE). 


On remarquera que C'E — d,, .. 


111. Soit maintenant n = 2 (mod 4), donc Ÿ irréductible. 


Hy, 
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Les conditions de réalité de 8 (x, & impairs << v) sont les mêmes 
que : 
pour que 8)” soit réelle, il faut et il suffit que l’on ait 


: = Ty, Ee 
(3) Bo ee — Avtks Bvx = 20 Ay ka 5 


PP 
pour que 8°” soit réelle, il faut et il suffit que l’on ait 
(4) Biv — 2 Pr, Biv ZO 1,5 


pour que 35°” soit réelle, il faut et il suffit que l’on ait 


(5) Brave CASA 
Les relations fondamentales deviennent donc : 
4 ; d I > o si lk 
(6) Xi (aix Airy d+, — Hi44,k Hi t+1) EE 20 Xy'k FER AA Ts J— k. 
I 

(7) Xi (a, kas his Hi Lits, ki di, iy) ae apo” he Oy! +1 0; 

3 . 1 4 
(8) Z;(œix RE lit NO) 2p Ayr, Ayz =O, 

: : : ob sr av 
(9) Zur ina — ik Gr ) + Œuvre vw = PES 3 
(10) 202i (Oi e+1 a — inn ke ay ) + Oy k+1 ANT =O. 


Les indices ¢ et / parcourent les nombres impairs < v. L’indice # par- 
court les mémes nombres dans (7), et peut prendre la valeur v’ dans 
(6), (8), (y). [(6) pour & = v' est la ee de (10), que l’on peut 
supprimer. | 

Comme précédemment, la Etain des à qui figure dans aj* 


LV Ww 
ee Aik Ary Ê y À s 
pourra s’écrire | | i (, Éresi19 tiie; 2): la sous-matrice 


Bi Bix 


- SU Mie : Bai. 9 é 
(ar Soe) S'écrira (aus a): la sous-matrice 2, yr) pourra 


~ 


vw 
, À a; - 
s'écrire ( ” ); enfin, on remplacera «,, par a. En faisant alors 
Ww 
\ Bio 
a I . 7 , . i 
v= -), Wolw=v—v= aa les relations (6), (10) s’écrivent : 
ET 2 


SZ vy vy, oe £55k AED, ; 
sb Baty) + war éu =} Dear (k20; 40) 
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[cette relation vient de (6) et (10)], 
bu Batu) -aradisso (lo) 


x 


[ cette relation vient de (7)], 
| LAN vy : | onesaul 66° K =D 
ppt oa Siku) + WH) Lol — Pe ai eee 

[cette relation vient de (8) et (9) |. 

Donc [I, p. 287, formules (4), (5), (6)] a parcourt H(v', R). 

Soit H,=H(v’, x) le groupe que PRE a, quand « parcourt 
H(v', p). On voit que le p. g. c. d. de (-'N,¢ avec A(n, 7) est CHE. 

On voit comme précédemment que les Endidone nécessaires et 
suffisantes pour la réalité des éléments de <4" (x, & impairs < y) sont 

pane c L 


CARE D Oyrks — 2p Oy kts 


On remarquera que ce sont les mémes conditions que pour la réalité 
ik). 
de By": 
pour que 75” soit réelle, il faut et il suffit as l'on ait 
Bus = Cyrky By ee: ant #41 3 
pour que 7,”’ soit réelle, il faut et il suffit que l’on ait 


LR ; a À 


Biv = 2p Airs iv'y Biuv—= — 2p Riv; 
pour que +? "soit réelle, il faut et il suffit que l’on ait 
By Avvr. 


On transforme a" comme dans le cas n=o (mod 4) [on a ici 


ga (do TT ii, ka, : 1) + yy hee 1 |; et l’on a de plus 


iv oO I 
——~ Hiv,’ 0 
mt. 20 
m4 ap oe o a 
(é,v') = an eee ad 
ae CREER lin = ci 
Œi+i,v' 0 1 
— Ay’ oO 
fy 20 
oO — Cry’ x 
2p 0 Lipi,v' 


Gi Tir: Miae Miti,sc liies ); 
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ou, en remplaçant z par 2% —1, 
i di Toi aitai re Mai 99 Moi,9p = di Sai1,2i 20° 


La sous-matrice qui multiplie Ë; étant une sous-matrice de H., 
at, est une substitution de H,§ en posant 


é == by Ir? Cie 


Done A = (T'H,% + HET; comme dans le casn=o (mod 4), 
72 
» =I. 


112. Déterminons maintenant JU’. Pour que 'a,y"€, qui multi- 
plie a par +” soit réelle, il faut que »” soit réel, done 1’”= +". D’ailleurs 
«,y" se déduit de «, en y multipliant chaque coefficient « par 1’. Donc, 
les conditions de réalité se déduisent de(r) si n==0(mod 4), ou de(1), 
(3), (4), (5) sin = 2(mod 4), en multipliant les deux nombres par :. 
Donc 4,= at) wv y'"ty..v, %, se déduisent de a, en multipliant chaque 
coefficient 8’ par 1”. Entre les coefficients de «,, on a, au lieu des 
relations (2) ou (6)-(10), celles qui s’en déduisent en y remplacant 
seulement les seconds membres 1 par 1”. Donc la matrice (a;,) est 
dans H(v’, x)['], où elle peut être prise arbitrairement. Donc 
(a);,[ + ] peut être prise arbitrairement dans H(v’, x). Or, la matrice 
correspondante de H, est a, y*t,._,,-y'*¢,....". Ainsi at: peut étre prise 
Baers, Giese 
Sig's (= Ih hy 
sin =0 (mod 4); &= yII’m,,, sin= 2 (mod 4). Donc «, y" est quel- 
conque dans H,;&}. Donc He Le 24 H., £, £)£), £ est permutable 
à H,, a priori; et l’on a E£*—1, &'E ffs ; enfin £'*-'=— TI” mi,” est 
dans H,. 


arbitrairement dans H,Ë*, en posant ore 


113. Sin=o(mod 4), ona It} = IL, (107). Donc, la substitution £ 
trouvée au n° 110 étant dans B (n, 7°), ona IU = NM. 
Si n=2 (mod 4), on a IU =(N,). Done I0°= (FH 5). 


114. Déterminons maintenant P. 

Soit d’abord n==0(mod 4). Désignons parm, ¢ lasubstitution | wee - 
Ona(I, 2)H=/{H’, »,, }, et, tout diviseur d'indice 2 contenant néces- 
10 
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sairement H°(I, p. 303), le seul diviseur d'indice 2 de H est { H°, m, ;:}. 
Soit H} le diviseur de H, qui répond à, Ha La substitution de H, qui 


répond À àm''estm mr =mimim,ntss et lon a 


s 


27, —— PR 
NS = M -! m=} m,,m;! 


Comme m,,m;,, qui Sait am,,, est dans H¢, le seul diviseur de H, 
est Ki; ( He, ua 


En posant « = 


fate te 2 
, beg = - a4 (a et 3 sont réels), on a 
oa ae, — Bo* 7. 


Ti te (as, + D2, J 


CT! My MERE — | = My.2;.M 2 Us 4,286 W428’ 2- 


ZL, (ar, + Borys) 
J’: ay: — Bx, 


Comme « et a ont des caractères ATOS différents, m, mi 
est hors de B(nz). Il en est de même de 'm,,m,7€. Done (N, P) qui 
est $2 est égal à 2. Donc le p.g.c.d. de [-'H.¢ avec B est d'indice 2 
dans (-'H,¢. Ce p.g.c.d. est donc (-'K,£. 

D'autre part "ET = d,,., (110) est dans B sauf si r = 3 (mod 4) 
avec v' = 2(mod 4). Done f = (C-' K+ EL 'K,E0) sauf si x =3(mod 4) 
avec v'= 2(mod 4). 

Si === 3 (mod 4) et v' = 2 (mod 4) il suffit de remplacer £ par son 
produit £, par m,,m,f, dont la transformée par £ est dans N hors de B. 

Si n=4, y —2, les objets qui dans [&°(47°)] répondent à H°, 
M, DE MM, £ sontrespectivement U., (1:3),(j-'u), (j'u),(—1z 1 > <4). 


Gu 


On retrouve ainsi les résultats obtenus. 


115. Soit maintenant n = 2 (mod 4). On a X= (N_)(107), done 
D9 = (É'H,0) (413), donc & = (5 ke ca 


SUR LES NORMALISANTS DES s, 


DANS 


LES GROUPES GAUCHE ET QUADRATIQUE 


Par M. POTRON 


L'objet de ce travail est de donner une démonstration plus courte et 
plus simple de quelques-uns des résultats obtenus par M. de Séguier 
dans son Mémoire Les susbstitutions d'ordre 2 des groupes linéaire, 
hermitien, gauche et quadratique dans un champ de Galois. Quelques- 
uns de ces résultats seront en outre précisés ('). 


Généralités. 


1. Les classes de s, de seconde espèce du groupe homogène total &' 
d’une forme gauche ou quadratique a ayant été déterminées, il s’agit, 
pour un représentant de chaque classe, de déterminer son normali- 
sant JU’ dans le groupe homogène total &', et son normalisant Iv 
dans le groupe homogène spécial & de la forme a. 

Dans le Mémoire cité ont été obtenus, relativement aux s, du groupe 
linéaire homogène £(n, x), les résultats suivants. Si (s), forme 
homogène des, est une s, de seconde espèce de £(n, 7) (n pair = 2»), 
c’est-à-dire si s? est la similitude [+?"*'], la subtitution s est conju- 
guée, dans L(n, x”) de la substitution [t"!,[+, 9 désignant une s, qui 
multiplie v des variables par —1 et les autres par 1, et +, désignent 
ane (= 1), On peut dire aussi que [ +t, |p, dont ie Mat oHeneeurs 
sont +/1,, est la forme canonique de s. Il existe donc n nouvelles 


(‘) Toutes les notations de ce Mémoire seront conservées. 
Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fasc. 2. 19 


POTRON. 


142 

variables, 
k=n k=n 

(1) w= >) Pik Xk, = Ÿ ure OS) PE LE 
k=i . k= 


‘ E : Uj - de, uj 
telles que la substitution s devienne I s;, = 


uy they ter | 
Pour qu’une subtitution de L(n, x) soit permutable à s, il faut et 
suffit qu’elle opère, sur les variables canoniques de s, une substitu- 


tion « = IT «;, avec 
à DY KR UE 


u 
2 &Xi—| . eer . 
12) ; | ig LY ip tty 


2. Comme CU'(n, 7) divise L(n, =), si (s) est une s, de seconde 
espèce de CU'(n, x), on pourra donner à s sa forme canonique [t":, |? 
en effectuant, sur les variables de la forme gauche ou quadratique a, 
un changement de variables tel que (1). Les substitutions « du nor- 
malisant N’ de s dans A’(n, x) auront alors la forme (2) et devront 
multiplier la forme a par un facteur constant f. Le normalisant N des 
dans A(n, x) sera le diviseur de N’ correspondant à f —1. 

On sait qu’une susbtitution (c) de C'(n, x) est permutable à (s) 
toujours et seulement si 5-'so—5s ou ds. Si donc A(n, x) contient 
une telle substitution 5, IU’ et IU seront les groupes homogènes 
déduits respectivement des groupes N'+ oN’ et N + oN, ce que l’on 
écrira JU’ =(N’+ oN’), A —=(N + GN). 


: à Uj uy — Uy; ve 
On voit que, si 9;=| . OE eS . |, la substitution 
ue—U; Ur — uy 
réelle o; la plus générale telle que #;5;— 9;d;9; est o;= a oh . Le 
aj Pui 


multiplicateur ¢ sera déterminé par la condition que 5 = Io; conserve 
la forme a. 


3. J'aurai à faire usage du théorème suivant. Six; et a(t =1, ...,n) 
désignent 2n variables parcourunt C’, une identité de la forme 
Li Apu ri Teh 2p tite, 


où h désigne un facteur constant, ne peut avoir lieu que si les coe ffi- 
cients pi, sont tous nuls, autrement dit, si chacun des deux membres se 
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réduit séparément à o. Soit en effet v un élément définissant €’; expri- 
mons les variables x; et æ;, en fonction de variables y;, 5;, y!, 3; par- 
courant €, par 

Li= Vit US, Li yi + v3i, 
en sorte que 

Li yit 03, Li yi+ 03}. 


L'identité considérée s’écrit 
ZiZrpa(yi+ vsi) (y + vzp) = hZiZba(yi+ ds) (Net v54). 


Ecrivant que les coefficients de y;y, sont égaux, ainsi que ceux 
de y;3,, on obtient | 
Pix — hhir— Pixv — hpixd = 0; 


comme h(v—v) +o, il faut px — 5x = 0. 

4. Soient n = 2vvariables x; et y;(i =1, ..., v) parcourant C, et n va- 
riables 3; et z;, parcourant C’, définies par 3:—X,(sxti+ cr), 
: AT a er 
3p Ly Cine Le+ 0}, Vee Sia et a sont les substitutions 

[32 Zaire + Binds) | et lé 2e(Busit azn) |, 
mn be . VU ae 
a désignera le produit aa, substitution sur les variables x; et y; à coef- 


ficients dans €. Si « parcourt un groupe I, « parcourt un groupe, 


I complètement déterminé par le groupe I’ et les formules 
Bi Dn (Pine pie Vk) 


du changement de variables. 


GROUPE GAUCHE. 


5. Les variables sont choisies de manière à donner à l’invariant a 
la forme 
PER ye Si=(2iyi — Fiz), 
Les variables x, et y étant cogrédientes aux variables 7; et y. 
Les classes de s, de seconde espèce du groupe homogène total G'(n, =) 
10% 
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(n—=2v) sont représentées par les formes homogènes des substitu- 
tions suivantes : 


ry = WN Ya axe] (3 re | (a =1 mod 4), 


Xj Ji tals 
rs re 7) il | (x —=3 mod), 
Bs ae 
Loi (NET: | 
. d'rit — Lj é : 
6—11%:6, -4= _ (» pair). 
Li EE ty 2i-—1 
Sui Loris 


Normalisant de (ty). 


6. Si y=" (4? = — 1), le changement de variables 


(3) ui Li— Ni; uj= Li+ Ni 


donne à 7;y; la forme canonique 


. Si l’on introduit les 
| tint 
variables cogrédientes 
WT —-N)i = +Nn)i 
la forme g; devient 


I 7 NE 
Li ee (uj a; — üu;). 


Les substitutions du normalisant N’ seront « — Il «;, avec 


ui) Zrapur—=U, 
aj— è à à CR 
te Lapiz IP 
et 


2 (UU; — U0) = PEN (ttt — ui). 
Cette identité entraine (3) l'identité 


2) U,Uj — fE ui; = 0, 


P à i 4 vu vu u 
qui exprime que la substitution « = II’«,, où à; — , appar- 


ui Dy ci Uy 
k 
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tient au groupe total de la forme hermitienne e =X” u;u;. Pour obtenir 
le normalisant N, il suffit de faire f = r. 

En conséquence, les normalisants N' et N de vy dans G'(n, x) et 
G(n, 7) sont respectivement transformés, par (3), en les groupes T’ et T 
correspondant aux groupes hermitiens À = E! O,r)&l=E(r, nm). 


ui pu; 


7. Une substitution 6, — transforme g;en — 90 g;(2). Il lui 


Uji pui 
correspond une substitution de G(n, =) si 


pp =— 1 ou pas pana), (=). 


On a alors 
ui," Job: zi axj+ By; 5e 1h oe 
a oa <1 Es Can (2%=Jo—Jo', 2B =NJo+ njo')- 
iy —olui Ja Bri aay 


Normalisant de (x). 


8. Il suffit, dans ce qui précède, de remplacer partout n par 


ea rae: 


On obtient les mémes résultats pour les normalisants N et N’; et 
ensuite | 

Ui Jolt | pe azi+ B yi 
OC == RE 


; Cao Ji" 28 —EJo+E Jo"). 
y —Jj'ui yi Bri—axi | 


Normalisant de (@). 


9. Le changement de variables 


( Uj By + bo Yr, Pj — to Voi + Lai 


(4) Uj Loi — oy Yi Pi — lp Van + Fa, 


i parcourant 1, ..., v/2 donne 
U; to Ui 
ih A tgilti 
Pi Lo Vi 


fr a te V7 
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Si l'on introduit les variables accentuées cogrédientes, la forme g; 
devient 


I - LI eo 
— = SYP Lue} — oie — (due ti): 


Les substitutions du normalisant N’ seront « = II’a;, avec 


uz Zx(axux+ œuvre) = U 
ity Za (Gxt + Hie Pe) = Ui 
Pi Zx(Buur+ Bavs) = Vi | 
% E(Buür+ Bara)= Vi 


Xi — 


et 
Dl U,V: — V,U; — (U,V; _ V,U;)] = f XY" [ivi — viui — (4% — 6;t;)). 
Cette identité entraine (3) l’idéntité 
EvA(U, Vi — VU) = f BY? (uv; — vu), 


. - . . VU pi Vv a 
qui exprime que la substitution x = IT/”a;, où 
v ui Zx(auux+ ARK) = Ui 


Xi — y ’ 
Pi Xx( Binet Bigex) = Vi : 


dont les coefficients sont dans €’, appartient au groupe total, dans le 
champ C’, de la forme gauche mn, (ujv; — viu.). Pour obtenir le norma- 
lisant N, il suffit de faire f = 1. 

En conséquence, les normalisants N’ et N de @ dans GC», r)et G(n, 7) 


sont respectivement trans formés Sze (4) en les ie ni l'eT correspon- 


pondant aux groupes gauches r= G'(v, 7?) et r= G(v, 7”). 


10. La substitution o = I” G;, ou 


uy, 9; Ly, Lj 

ity vi lat1 fai 
= = — J J 

Oe Ur Li Loir 

Ve Uj; J'ai J'ai 


conserve £ et transforme 6 en dQ, 


PT 
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11. Les variables sont choisies de manière à donner à l’invariant a 
la forme 
g= XN axyi+ 4, b= Ca + bay + c'y = wayyy, 
les variables x, et y,, (v = v + 1) étant réelles ou imaginaires et con- 
juguées suivant que Ÿ est réductible ou irréductible dans €. 
Les classes de s, du groupe homogène total 2'(n, 7) (n = 2v’) sont 
représentées par les formes homogènes des substitutions suivantes : 


| ; Li Ji 
Pr. ? LV: fw IF; ti, i= nae | 
i i 
= Li UX; à 
y= t= : | (i=1, »v) 
DRE ; 
Ly tly 2 Ty C Ly ee 
y= (Ÿ réd.); Ve A | (Ÿ irréd. ); 
Jv Yv Fu ON LT 


2° @,, pour n=o (mod4),  réductible, et 1 =3 (mod 4) en 


posant 
Loi Sx 


2 | J'ai Loi 
i — 1G 6, (ee ; 
Loi Sn jai 
J'ai — Lai 


“ 8, pour n=o (mod 4 ), L réductible, et s=1 (mod4); © 


* & | pour n= 2 (modd), y irréductible, 


Jw — Evy 


4° Om, Mi — 


etr= 3 (mod 4). 
5° OY My, T= UMP, pour n = 2 (mod4), Ÿ irréductible, 


et x =1 (mod4). 
Normalisant de s=?,. 7. 


42. Le changement de variables 


Uj Lit bo Vt bj Li— te Fi 


donne . 
ur. ly ue k 
ti Di ae “ we | ist 9 
5 fi Bj I Ut; byl 
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Si est réductible, on a le méme résultat pour i=v’, et la forme 
x;y; (t=1, ..., v’) devient 


à 
Lust vre Li ineLe : 
0 


Si L est irréductible, le changement de variables 


So Ty + Yu's ive je= = Ly Joy 
donne 
Ly y | Uy by Uy 


= / 
Ju UT ay 


Up 
et les formes 2 y;(¢=1, ...,v})et x,y, deviennent respectivement 


qi= (uP — it?), qv Ju ue — Jott? 
Ato 
d 

Les substitutions du normalisant N’ de s seront « = IT'«;, avec 
uz, Lpeayup— UV; 

tj . . 

: | i, = Lpayeup— VU; | 
Pour que « multiplie g par /, il faut et suffit (3) que l’on ait l’identité 
ZY'U? = fry u? () réductible), 


VTT: : 7 ey fy : 2 + « 
Z'U? + J,'U?— la xy uu? + y7' ui | (Ÿ irréductible ) ; 
0 ; 


. . . V WV 
autrement dit, que la substitution « —Il/"«;, où 
ai | uj Zauur— UV; |, 


dont les coefficients sont dans €’, appartienne au groupe total, sem- 
blable à Q'(v', =*), de la forme quadratique 


NL: I ls. 2 
2yu} ou fast uf + Jz! uz. 
Pour obtenir le normalisant N, il suffit de faire /=1. 
En conséquence, les normalisants N'et N de L,Y Sont respectivement 
isomorphes aux groupes quadratiques 2'(v', x”) et &(y', =). 
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Uji Pi 


13. Une substitution o,— (2) transforme g; en 


. 


Uji il; 


I 2 » 79 
ge PEP PCR: 


et, pour Ÿ irréductible, o,, transforme g,,en Jo Poly —jo0vu. La subs- 


titution c — IL'5; conserve donc la forme g si 2? = — 1, et, pour  irré- 
ductible ¢),——j, soit pe; —e et ey=eJo. Alors, si x est =1 (mod4), 
ona 
uz Ell; Li EX; 
a.—— À —— 
i; EU; Yi — epi 


et, pour Ÿ irréductible, 


= Uy = EJo lly | | Ly: Ejo' yv | 
== = : 


ity Ejs'ur 


Siz est =3(mod/4),ona 


Rete El; Ti NY: 
= + = - k 4 
Ui EU; We Ein Ti 
et, pour d irréductible, 
Uy Ef lly Ly ELy 
Oy ae |= 
lig Sha tha! Vy —E€)Jy 


Normalisants de s = 9, ou 0, y (v’ pair et 4 réductible). 


14. Sis;—0;ou 0;y;, en désignant par p soite dore 0;[x =3 (mod 4)], 
soit n si s;= 9;y; [x =1 (mod 4)], le changement de variables 


! 
Uj Loir — Pri, Vi — P Yor tt Lai (= - Bs ) 


lj Lai, + P J'ai Pi — P Yr + Lay 2 
donne 
Lin  — 0° J'ai ui pu; 
J'ai Lai y — ou; 
Sie Be = 
Toi O° J'ai fi OV; 
Sri — Lois Vi Se 
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et la forme 2; y, devient 


I 3 2 
i= rhe Vi). 


Les substitutions du normalisant N’ de s seront « = II’"«;, avec 


Uz Lg (KURA ARP) = Us 
ig Za( Gintte+ aiehe) = Uy 
9, Zx(Baur+ Bier) = Vi 
di ZC Bitte Bar) = Vi 


Pour que « multiplie g par /, il faut et suffit, d’après le n° 2, que l’on 
ait l'identité | 
Z'2(U,Ÿ,— VU.) = fd? (ue; — Pit), 


autrement dit que la substitution = Tl’, ou 


ui Zx(oux+ APE) = U; 


VU 
a;— = , 
Pi ZaxBaur+Bavs) = Vi 


appartienne au groupe total H(v’, x) de la forme hermitienne 
= Ly? (ui; — Pi). 


Pour avoir le normalisant N, il suffit de faire f —1. 
En conséquence, les normalisants N' et N de s dans Q'(n, =) et 
Q(n, x) sont tsomorphes aux groupes hermitiens H'(v', =) et H(v’ 


- 
9 be Je 


15. On transforme s en ds par une substitution 5 —1Il""5;de Q(n, 7) 
où 


ul; Fi Lois La; 

ui Vi Yu Jai 
Ci i =e 

7; ly; Loi Loi 

PT au} J'ai J'ai 


Normalisants de s—@,m,. ou @,y myo (v’ impair et y irréductible). 


16. Pour ?—1, ..., v/2, le changement de variables indiqué au 
n° 14 canonise la substitution IT’"s;. On a ensuite, avec les notations 
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…. adoptées 


Ly p Ly: 
Syr— Myre ou Your yg — 


ye Pye | 


La substitution s est alors mise sous forme canonique, et la forme q > 
est devenue la forme hermitienne _ 


* — pi 2 Puits ui) + av. 
Le raisonnement du n° 14 conduit alors aux mêmes résultats pour les 


normalisants N’ et N de s. 


17. Ontransformera s en ds par la substitution o = Il" 0;t,, o; étant 
défini comme au n° 15. 


cet ee, ea 
4 CONS) rs (an + dem). 


BOP Atep it aid we ie selle 10182. à ii: War Oh Ê 


CLR - yl Hotty? Rep S 
de Zi Sous 4 Merayes ¥, | 
appear Re AM groups Li Ty, = bile la ferme heres Senne 
ae gr? he mit sn ay Hi} be, ; 4 
Per aver de pape en Pa te dates À ¢ ee ~ 
Mir Cash y tense AP mean iure Ne N de ; dans: qe CH, Be 
y # ORACLE o Avtiiapes hérite rh iy ST. Five 
rn e Le x 
fi (ain te ML TELE Las muy Eee bubsatiteftrion oP seni he 
| t 7 
x = 1 | i at } 2 
1 1» | 
‘ 
Tee: a, | 
| 
. | 
LÉ LS à 9 | ve Or) (+. MODE af à 
ti" ¢ ut” 1. tra ‘oat Lae + ‘16185 
= 4 LUTPDE “ee Te Se t à dE le, Avec lue 
2 


TETRAEDRES 
INSCRITS DANS UNE QUADRIQUE Q 


ET 


CIRCONSCRITS A UNE AUTRE QUADRIQUE Q, 


Par M. B. GAMBIER 
(Lille) 


ET M. Cuartes H. ROWE 
(Dublin). 


1. Introduction. — Nous allons montrer que, deux quadriques Q, 
Q, quelconques étant données, il existe a tétraédres dont les sommets A, 
B, C, D sont situés sur Q, tandis que les faces opposées a, B, y, 6 sont 
tangentes à Q,; il existe un seul cas exceptionnel où l’on obtient 
æ° tétraédres : c'est celui où Q et Q, ont quatre génératrices communes. 
Dans le cas des quadriques quelconques, les quatre paramètres per- 
mettent de choisir arbitrairement deux sommets sur Q ou, ce qui 
revient au même, deux faces tangentes à Q, : on obtient alors, en 
général, deux tétraèdres seulement; nous préciserons, par une discus- 
sion minutieuse le cas où la donnée de A, B ou des deux faces y, ¢ 
permet d'obtenir æ' ou même oo” tétraedres. D’autre part, bien que la 
donnée de A et de la face opposée a mette en jeu quatre paramètres, 
on ne peut choisir arbitrairement A et « : st A est donné, la face « doit 
passer par un point fixe A,; corrélativement, si « est donnée, A doit se 
trouver dans un plan fixe «,; les correspondances (A, A,) ou (a, «;) 
sont comprises dans deux homographies, inverses l’une de l’autre, con- 
servant chaque sommet du tétraèdre conjugué commun, homographies 
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qui restent les mêmes si l’on prend tous les couples de quadriques 
d’un certain groupe donnant le méme tétraédre conjugué et le méme 
module pour leur intersection (ou leur développable circonscrite). 

L'idée de ce travail est due à M. Rowe, qui a obtenu le résultat fonda- 
mental relatif au cas de æ* ou w* tétraèdres et donné les démonstra- 
tions géométriques correspondantes; M. Rowe a signalé aussi divers 
résultats relatifs aux tétraèdres de l’espèce indiquée dont les sommets 
doivent, non seulement être sur Q, mais encore sur une cubique 
gauche ou sur une biquadratique donnée a priori sur Q. M. Gambier a 
eu l’idée de reprendre, pour le cas de oo’ tétraèdres, les démonstrations 
imaginées par M. Rowe pour w” tétraèdres et est ainsi arrivé à l’homo- 
graphie (A, A,) ou (x,, «). Un échange de vues, par correspondance 
entre les deux auteurs, a conduit à la forme actuelle du Mémoire ('). 

L’un des résultats de ce travail est que, si p équations renferment 
P+ q inconnues (gq entier positif ou nul), la solution générale ne 
dépend pas nécessairement de g paramètres : elle peut, par exemple, 
ne pas exister, sauf si les coefficients des équations sont assujettis a 
certaines conditions en nombre 4, et alors elle dépend de g + A arbi- 
traires (?). La détermination du nombre est l’une des plus grosses 
difficultés : on verra la méthode employée dans le cas d’une cubique 
au paragraphe 11. 


2. Dénombrements à priori. — Comparons le plan et l’espace à 


(:) Aux Nouvelles Annales de Mathématiques, 3° série, 18, 1899, p. 67-69, Fontené 
démontre très rapidement par voie analytique le résultat relatif à «5 tétraèdres, et signale 
pour le cas de «* tétraèdres, la correspondance (A, A); mais il n'indique aucune des 
démonstrations géométriques de M. Rowe et n’étudie pas à fond la figure si intéressante 
que Pon obtient. Au tome 2, 4° série, 1902, de la même Collection, Duporcq signale par une 
voie analytique le résultat retrouvé géométriquement par M. Rowe sur les tétraèdres ins- 
cris dans une cubique et circonserits à une quadrique; mais bien qu’extrémement 
élégante, la démonstration de Duporeq ne donne pas le résultat complet. 

(3) Ces considérations s'appliquent non seulement au problème traité dans ce Mémoire, 
mais encore à un problème différent qui s’introduit au cours de la discussion relative aux 
tétraèdres ayant une arèle commune. Il s’agit du problème suivant : on donne deux qua- 
driques Q, Q;; on cherche une génératrice G de Q, une génératrice G, de Q,, telles que 
les plans menés par G et par les points où G; perce Q soient tangents à Q, (en un point 
non situé sur G,). On a deux équations pour deux inconnues et le problème est, en 
général, impossible. 


FRANS 
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trois dimensions. Dans un plan, le total d’un triangle ABC (6 para- 
mètres), d’une conique T circonscrite (2 paramètres), d’une coniqueT, 
inscrite (2 paramètres), dépend évidemment de 10 paramètres indé- 
pendants, tels que la variation de l’un quelconque modifie le total. Sans 
entrer plus avant dans l’étude, deux hypothèses seules sont possibles 
(sans savoir si elles sont ou non réalisées): 


a. les 10 paramètres en jeu permettent de choisir arbitrairement I 
et , ; il existe un nombre /ini de triangles associés aT et F',; 

b. T,T, ne peuvent être choisies arbitrairement et satisfont à p con- 
ditions a priori; par contre, à un tel couple l, I’, correspondent 2? 
triangles; d’ailleurs, le choix de A sur I fixe les tangentes AB, AC aT, 
de sorte que p est égal a 1. 


L'étude classique montre que les deux hypothèses sont réalisées. mais 
que la première donne des triangles impropres (A, B confondus avec le 
point de contact avec T d’une tangente commune à T et T,); la seconde 
seule donne des triangles véritables. On peut mettre le problème en 
équation ainsi : du point inconnu A de l', on mène les tangentes aT, 
qui recoupent I en B et C; la droite BC enveloppe une conique etades 
coefficients exprimés rationnellement au moyen du paramètre uni- 
cursal ¢ de A; exprimant que BC touche [’,, on a une équation en £, de 
degré 4, ne différant de l’équation donnant les points de contact avec I’ 
des tangentes communes, que par un facteur numérique en t, mais 
fonction des coefficients de T'etT',. Suivant que ce facteur est nul ou 
non, on obtient la seconde hypothèse, ou simplement la première. 
Rappelons, pour la suite, la forme de ce facteur. Si l’on définit T, I, 
par leurs équations ponctuelles, 


(T) A 2?+ A’y?+ A'5+2By:+2B'5x+2B'xr —o, 
(T,) A eee F< ta nette mas eye esis oy des = 65 


appelons A, A, les discriminants de I, l',, puis a, a’, a’, 6, b’, 6” les 
coefficients de A, ..., B’ dans le développement de A suivant une ran- 
gée, et de mème a,, ...; l'équation en À exprimant que ! — Ar’, =o 
représente deux droites est 


x A—A(A,a+...+2B,b0+...)+A(Aa+...)—#A,z=o. 
1 
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La condition des triangles propres (l'autre cas étant désormais exclu) 
est 
(ZA }—42k2,=0, 


D 


ou 
(Aa,+...+2Bb,+...)}—4A,(A,a+...+2B,b+...)—o. 


Sil, se réduit à deux droites, A, est nul et l'équation Aa, +...—0, 
trouvée dans ce cas, exprime que le point de concours de ces deux droites 
est sur V'; si c’est au contraire I’ qui dégénère en deux droites, on peut 
supposer À,— 0, la relation devient (À, —,)— 0 : l’une des deux 
droites est tangente aI’, ; (si À, — 0 est racine double, on trouve À, =o 
de sorte que, finalement, on obtient deux droites concourant sur F,, 
l’une étant tangente aT, ). 

Si l’on définit au contraire F, l, par leurs équations tangentielles 


(T) Aut). aB pw +41 So; 


(T,) A,u?+-)..4+ 2B, ow -+...=0, 


on forme l’équation en y du faisceau tangentiel T — T°, — o et la con- 


dition est cette fois 
(Zbb:) — 4p bs ps Xp =o, 
ou 
(Aja+...2?—4A(Aa,+...)=0. 


Si doncT dégénére en deux points (A — o), la droite qui les joint est 
tangente à V,; sil, dégénère en deux points, l’un d'eux est situé sur Y.. 


Dans l’espace, la donnée du tétraèdre ABCD (12 paramètres), de la 
quadrique Q circonscrite (5 paramètres), de la quadrique Q, ins- 
crite (5), fait jouer 22 paramètres irréductibles. Or la donnée de deux 
quadriques quelconques fait jouer 18 paramètres : cette fois, nous pou- 
vons choisir Q et Q, arbitrairement et il existe ©" tétraèdres associés 
a Q et Q,; on peut ensuite choisir arbitrairement l’arête AB (ce qui 
fixe à la fois A et B et les faces y, ¢); maïs, par analogie avec le plan, 
on ne peut choisir simultanément A et a, bien que A d’une part, « de 
l'autre fassent jouer séparément deux paramètres : en effet, soit T la 
conique section de Q par a, S le cône de sommet A et base I, S, le 
cône de sommet A circonscrit à Q,, I’, la conique section de S, par a; 
le triangle BCD est inscrit dans I et circonscrit aI, ; l'invariant, pré- 


‘ oe 
aus. 
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cédemment calculé, relatif aT et I, (ou aux sections de S et S, par un 
méme plan) est Fi) et ceci donne une relation entre A et «. 

Les calculs donnant explicitement cette relation sont assez pénibles 
et ont sans doute arrêté les auteurs précédents; pour arriver à les faire 
aisément, il suffit de faire une expérience simple; en supposant QetQ, 
se raccordant le long d’une conique; double avantage : d’abord con- 
firmer les prévisions, puis découvrir certaines particularités du calcul 
du cas général. 


3. Couple de quadriques Q, Q, ayant une conique de rapport. — Une 
transformation homographique nous donne deux sphéres concentriques 
(distinctes) : 

(Q) Be ys = VS. 

(Qu) | Hp +s—r—=o (Re Ar*). 

On peut se borner au point A (0, 0, R); st « n'a pas sa trace horizontale 
isotrope, une rotation d'ensemble autour de Os ramène « à avoir sa 
trace horizontale parallèle 4 Oy, d’où 


(a) xzcosg + 5sing — r —0. 


On forme sans peine les équations de S, S, et nous nous bornons à leur 
section S’ ou S, par le plan de l'infini 


(S') (Rsing — r) (2*+ 97+ 37) —2R3(x coso + ssing) =o, 
(S37) (2? + 97) (R?— r?) — r?s?o. 


L’équation en À du faisceau S'— AS’, = oest 


|Rsing —r+2(R?—7*)] 
x [Ar2(R— r?) +2 | (R?— r*)(Rsing + r) + 7°(Rsing — r) 
+ h?—7?|=0. 


L’équation de condition se décompose 

(Rsing + 3r)(Rsing — r) =o. 
La solution Rsino — r=o est à rejeter : elle exprime que le plan x 
passe en À; ce facteur parasite se présente dans le cas général (1, se 


réduirait ibe à une droite double issue de A, joignant A au point ou 2 
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touche Q, ). Nous prenons donc 
— 3r 


sing = G 


Cela exprime que le point de contact de « avec Q, est dans le 
37? 


plan horizontal 3=— — >>> donc que le plan « passe par le point 


A, (0, 0, — 3) si l’on remplace Q, par une autre sphère concentrique, 


A, ne change pas. Tous ces résultats confirment nos prévisions : elles 
sent donc vraies, méme dans le cas général. 

La correspondance (A, A, ) est une homothétie de pôle O et de rapport 
d’homothétie (OA : OA,) ——3; inversement, « étant donné, A se 
trouve dans un plan «, tel que la correspondance («,, «) soit la même 
homothétie que la correspondance (A, A,). Donc dans le cas général, 
quand Q et Q, sont deux quadriques quelconques se raccordant le long 
d’une conique d’un plan w, le cône circonscrit commun ayant son 
sommet en O, la correspondance (A, A,) ou (a,, «) est l’homologie de 
pôle O, de plan directeur w ; OAA, perçant en w en O', le rapport anhar- : 
monique (OO'AA, ) est égal à (— 3). 

On remarque, en revenant au cas des sphères concentriques, que O 
est à la distance r de chaque face, et en vertu de OA : OA, —— 3, 
chaque sommet est à la distance 4r de la face opposée ; les quatre faces 
sont équivalentes, O est centre de gravité du tétraèdre ; B' étant milieu de 
l’arête AB, B” celui de l’aréte CD, les droites telles que B’B’, CC’, 
D’ D” se coupent en O et sont de plus perpendiculaires communes du 
couple d’arêtes opposées correspondant; elles sont donc axes de symé- 
trie (deux à deux rectangulaires) du tétraèdre ABCD, de sorte que les 
arêtes opposées sont égales et les faces toutes égales et non simple- 
ment équivalentes. Les plans menés par les arêtes parallèlement à 
l’arête opposée forment un parallélépipède rectangle; réciproquement 
si dans un parallélépipède rectangle on prend dans deux faces paral- 
lèles, les diagonales non parallèles, elles donnent les 4 sommets d’un 
tétraèdre de l'espèce indiquée ici. De mème, si dans un tétraèdre, 
deux des 3 points : centre de gravité, centre de la sphère inscrite, 
centre de la sphère circonscrite, coincident, le troisième est Jui-même 
réuni aux précédents. Ces tétraèdres ne sont réels que si R surpasse 3r 


# 
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et ont des faces à angles tous aigus. Le tétraédre possède trois séries 
de géodésiques fermées, comme on le voit en développant le tétraèdre 
sur un plan de façon à obtenir un parallélogramme. 

Le cas R = 3r donne * tétraèdres réguliers; il y a à expliquer le para- 
doxe apparent, car on semble n'avoir plus les o* tétraédres du cas 
général. L'emploi du paramètre 9 donne en effet simplement 
sin —— 1; mais l’emploi de la cote z du point de contact de «avecQ, 
donne z——7r, de sorte que l’on retrouve æ' points de contact 
répartis sur les deux génératrices isotropes issues sur Q, du point 
(0,0, —r) : mais alors le plan « a sa trace horizontale isotrope, et l’on 
ne peut plus employer la marche adoptée pour simplifier les calculs. 


4. Cas général; correspondances (A, A, )et(a, «,). — Voici d’abord 
UN PREMIER LEMME évident : un quadrilatère gauche et une conique, qui en 
rencontre chacun des côtés en un point, déterminent une quadrique et 
une seule. 


SECOND LEMME. — On donne une quadrique Q,, une conique q située 
dans un plan tangent « de Q, et ne passant pas au point de contact w 
de Q, et «; par les côtés CD, DB, BC d’un triangle variable BCD inscrit 
dans q on mène à Q, les plans tangents autres que à : leur point commun 
A a pour lieu la quadrique Q déterminée par q et les quatre génératrices 
de Q,, non situées dans a, issues des points où q perce Q. 


Laissons C et D fixes sur g; faisons mouvoir B sur q; les rayons CB 
et DB se correspondent homographiquement; le plan CDA est le plan 
fixe 5 tangent à Q,, autre que «, issu de CD; le plan CBA enveloppe le 
cône de sommet C circonscrit à Q,, de sorte que les traces de ce plan 
CB et CA sur les deux plans tangents fixes x et 8 de ce cône se corres- 
pondent homographiquement; de méme DB et DA. Conclusion : dans 
le plan fixe 8, les rayons CA et DA se correspondent homographique- 
ment et A engendre une conique q, passant en C et D ('). Si le point B 


(!) w étant le point où x touche Qu, le rayon Cw perce q en un point B, que nous avons 
supposé distinct de w; le rayon CA prend alors la direction CD; quant au rayon DA, il 
prend, puisque DB, est distinct de Dw, une direction autre que DC; par suite la conique gi 
est indécomposable. Au contraire, si g passe en w, le rayon CD a pour homologue le 
rayon DC et g, se réduit à une droite (en dehors de CD) : ce cas sera examiné à part. 


11% 
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vient en l’un des 4 points distincts (puisque q ne passe pas au point w 
où « touche Q,) M, N, P, R où g rencontre les deux génératrices MN, 
PR de Q, situées dans «, les plans tangents à Q, menés par CM et DM 
contiennent tous deux la génératrice MM’, autre que MN, de Q, issue 
de M; donc la conique q, passe au point M, où MM’ perce le plan 6 et 
a 6 points (C, D, M,, N,, P,, R,) communs avec Q : elle n’est donc 
autre que la section de Q par le plan tangent a Q, (autre que «) issu 
de CD. 

Ce raisonnement prouve, en passant, que si deux quadriques Qet Q, 
ont quatre génératrices communes, il existe © * tétraèdres inscrits dans Q 
et circonscrits à Q,; on coupe en effet Q, par un plan tangent « dont le 
point de contact w n’est pas sur l’une des génératrices communes; 
Q est coupée suivant une conique g ne passant pas en w et l’on choisit 
arbitrairement B, C, D sur q: par le second lemme, on déduit de B, 
C, D le point A. Corrélativement, on peut choisir A sur Q, puis les 
plans 8, y, Cissus de A et tangents à Q, : B, C, D étant les points où 
les droites (y, 2), (2, 3), (B, y) recoupent Q, le plan BCD est tangent 
à Q.. 

Soit maintenant une quadrique Q n'ayant pas avec Q, quatre géné- 
ratrices communes; considérons une droite quelconque, qui coupe Q 
en C, D et par laquelle on peut mener à Q, deux plans tangents a, (3. 
Le plan « coupe Q suivant une conique q sur laquelle nous faisons 
mouvoir un point B' : les plans tangents à Q,, autres que «, menés par 
CD, CB’, DB’ se recoupent en un point A’ dont le lieu est la section q,, 
par le plan 8, de la quadrique Q précédemment définie, associée à q 
et Q,. La quadrique Q est distincte de Q, car Q, et Q ont quatre géné- 
ratrices communes; donc, en général, q, n’est pas située sur Q (') et la 


(1) Nous étudierons avee soin le eas d'exception, qui correspond à o! tétraédres ayant 
en commun les sommets C, D et les plans des faces issues de l’arête CD. On voit a prior: 
que la quadrique Q ne se décomposant pas, c’est-à-dire la conique g ne passant pas au 
point w où MN et PR concourent, la quadrique Q peut contenir g,. En effet donnons-nous 
« priori Qi, le plan x tangent à Q,, puis la conique g située dans x mais ne passant pas 
en &, et enfin une corde CD quelconque de q; la quadrique Q pour l’instant est simplement 
assujetlic à contenir g; or la conique q,, qui résulte des données, est bisécante Aq; si 
nous choisissons la quadrique Q dans le faisceau des quadriques contenant q et 4; la pro- 
priclé annoncée est obtenue. Dans ce cas le plan 2, coincide avec le plan 8 et la qua- 
drique Q, qui interviendra plus bas coincide avec Q,. 
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perce en deux points A’, A”, correspondant à deux points B’, B’ de q; 
les tétraèdres CDA’B’ et CDA’B” sont les deux seuls tétraèdres de 
l'espèce cherchée ayant C, D pour sommets, et «, 5 pour faces. On 
remarque que A’, A” sont sur la partie de l'intersection de Q et Q autre 
que q : cette partie est une conique; or les génératrices déjà étudiées, 
de Q, issues de M, N, P, R recoupent la biquadratique G, commune 
à Q et Q,, en des points M’, N’, P’, R’ situés sur le complément de 
l'intersection de Q et Q, donc dans un méme plana,. Le plan «, ainsi 
obtenu correspond d’une façon univoque au plan « tangent à Q, et ne 
change pas si Q, restant fixe, on remplace Q par une quadrique du fais- 
ceau ponctuel Q, Q,. La conclusion importante qui se dégage de ce 
résultat est la suivante : quand on se donne le plan «, tangent à Q,, le 
sommet opposé A se trouve sur la conique découpée sur Q par le plan «, 
correspondant à «. Si donc on donne à la fois « et 8 (ce qui donne C 
et D sur Q), A est situé d’une part dans «,, de l’autre dans 5, donc aux 
points où la droite («,, B) coupe Q. 

Enoncons maintenant la propriété corrélative : on sait que Q et Q, 
étant données, il existe 8 quadriques dont chacune, par polarité, 
échange Q avec Q, et réciproquement; H étant l’une, (A, B, C, D), 
(a, B, y, 2) deviennent respectivement (x, 8, y, à) plans tangents 
de Q, et (A, B, C, D) points de Q; d’un tétraèdre de l'espèce étudiée, 
on en déduit donc 8 autres de la même espèce (j'entends inscrits 
dans Q, et circonscrits à Q,). Nous pouvons énoncer les résultats 
suivants : 


Quand on se donne le point A de Q, le plan « passe en un point À, cor- 
respondant univoquement à A et enveloppe le cône circonscrit de A, à Q,. 
Si l’on se donne de plus le sommet B sur Q, le plan à passe par A, et 
par B : on mène donc par B l’un ou l’autre des plans tangents au cône 


en question. 


La construction de A, est la suivante : en À se croisent sur Q deux géné- 
ratrices G', G’; de G' on peut mener à Q, deux plans tangents recou- 
pant Q suivant deux génératrices g”, h’; de même G" fournit g’, h'; par 
chacune de ces génératrices g", h’, g', h' on mène à Q, le nouveau plan 
tangent respectif : ces quatre plans concourent en Ay. * 
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Il est nécessaire, pour la suite, d'étudier plus en détail ces corres- 
pondances (A, A,), (a, «,). Nous allons d’abord le faire analytique- 
ment, de façon à prévoir plus aisément les résultats purement géomé- 
triques. À 


5. Formules relatives aux correspondances (A, A,), (a, %,). — 
Dans le cas où Q et Q, ont leur intersection formée d’une biquadra- 
tique sans point double, ou de deux coniques non décomposées (dis- 
tinctes ou confondues), ou d’un quadrilatère gauche, on peut réduire 
leurs équations à la forme simultanée 


(Q) e+ y+ s+ emo. 
Serpette a 
(Q:) ET Done Gin 


(si ultérieurement, on a besoin, de prendre pour Q la forme 
Axv*?+ By?+ Cs?+ Dé — 0 au lieu de Zx°— 0, il suffira, dans les 
calculs qui vont être faits, de remplacer, après achévement, 2, y, 3, t 
== = = — u v w h 
par x VA, y VB, 3 VC, t/D; u, 6, w, h par Frs vB Ve V5: a, b, c,d 
par Aa, Bb, Ce, Dd). Nous choisissons un point A(X,, Yo, 35» to) deQ, 
un plan a, (u,,,, #o, Ao), tangent à Q, : on a Zx°— 0, Lau*=—o. Si 
l'on pose 


(1) P= >, Up Los i Lo 


a 


les équations des cônes S, S, sont 
(S) Po(z +7 +3+ it) 
— 2 (UT + MY + W03-+ hot) (eet oy + 303 + tot) — 0, 


x’ bag 2? t? TE, XY 55 AE 


et nous pouvons nous borner aux coniques s, s, sections de ces cônes 
par le plant = 0 


(s) P,(a?-+ y?+ 52) — 2(uya + Po) + W035)(LoZ + YoY + 5,5) 0. 
x? 2 22 xx vy sz. \2 
(si) Tk RS EAN ‘| 2 een Ca cece A 
"ra FE BEC UE eet 
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Pour préparer le calcul de l’invariant relatif à s et s, écrivons 


A = Pl 21,2, B =— (#99 + Woo); 
(2) At Py— 2% Yo; Bl a= — (24+ Uy Sy), 
A"= P, ~— 2,5); BS Ur). 


La quantité a est égale a 
Po — 2Po( Fo %o+ W050) — (9030 — Wo 0)?5 


les résultats déja obtenus permettent de prévoir que seuls les groupes 
Uy Ly, VoYos Wo3o, Aoto doivent rester dans le résultat final, de sorte 
que nous n’utiliserons les relations 


(3) wit yitsit+ lo, aus + bi + ew, + dti —= 0 


que dans la mesure où elles doivent contribuer à faire apparaître ces 
QTOUPES Uy Xo, VoYos Wo 30, Noto. NOUS écrivons : 


A = (Uy Ly + hoto) — (9070 + oo)? — (#030o — Moo)’: 
A’ = (Poo + Nolo)? — (Woot Uy Xo)? — (Wo Ly — Uy Zo)”, 
a" (920 + Noto)? — (Uo Lot %o¥o)? — (UoYo — Vo Lo)”: 
D = (U2 + 82 + 103) 7950 — PofPots + Noto (PoFo + WoYo): 
D! = (U2 + 02 A WR) 59 Ly — Wy Ug ti + hy ty (Wo Ly + Up So)s 


b= (UZ + PGA VG) LoVo— ly Moly + Moly (tly Yo + Vy Lo) 


(4) 


De méme, pour s,, nous avons 


L’équation à former est 
(6) (Aa,+...2—44,(A,a+...J=e. 


On a aisément 
IF 2? 
(7) a= abe 


A 
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Un calcul, un peu long, mais toujours guidé par l’intention de ne 
conserver, autant que possible, que les groupes Uy Xo, .--s ht,, donne 


Sat agen Le nai juris mal 
LEE PA EDS 1 Ay Dale + ait aa bed 
nxt, (b+e+d—a)+my(ate+d—b) 
+5, (a+ b+d—c)+hyt(a+b+e—d) 
SPC Wyse Orr Cee ene soe eee 
a: | abcd | 
Aa+….  Euèæ?(cd+ db + be — ab — ac — ad + &)+ 22 Uy Loo Vo | 
(9) Te vel abcd 


L’équation (6) devient donc, en supprimant le facteur II,¢, et posant 


(10) NAT. LE Ra For ZM, Th, te 
(11) [(a+b+c+d)—4(bce + cd + db)—4a|?+... 
+ 2XY[(c—d)?—(a— b)?|+...=0. 


On vérifie aussitôt que cette équation se décompose en deux fac- 
teurs dont l’un X+Y+2Z+T=o est à rejeter (prévu, grace a 
l'exemple simple des deux sphères concentriques) et dont l’autre est 


(12) [((a+b+c+d)?—4(be+cd+ db)—ha?]X+...=0. 
La vérification est faite complètement; le plan «, a pour coordonnées 


(13) w=u,[(at+b+c+d)*?— 4(be + cd + db) — ha’), = 


CPR 


et l’on vérifie sans peine que ces formules ne changent pas si l’on 
remplace a, b,c, dpara+ À, b+A,c+A, d+; de même les coor- 
données du point A,(æ,, y,,3,,t,) s’obtiennent par les formules 


(14) = £)[(a+ b ++ d)?— 4(be + cd + db) —ha*).... 


Les formules (13), (14) montrent bien que les correspondances (a, «,) 
et (A, A,) sont deux homographies inverses l’une de l’autre, conser- 
vant le tétraédre conjugué. Si Q reste fixe et si Q, décrit le faisceau 
tangentiel (Q, Q,) l’homographie (A, A, ) ne change pas, non plus que 
l’homographie (x, «, ). 

La propriété corrélative est que ces correspondances ne changent 


pas si Q, restant fixe, on remplace Q par une quadrique du faisceau 
ponctuel (Q, Q,). 


. 
# 
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(Q) À EAx— 0, 
(Q:) : >, >= 


les formules de correspondance deviennent 


(13) u,=u,[(Aa+ Bb+ Cc+ Dd)? 
— 4(BbCce + CcDd+ DdBb) — 4A%a?]..., 
(14) 2,=2x,[(Aa+ Bb+Cc+ Dd) 


— 4(BbCc + GeDd+ DdBb) — 4A°a°].. 


laisser Q fixe, faire varier Q, dans le faisceau tangentiel (Q, Q,) 
revient à laisser A, B, C, D fixes et remplacer a, b, c, d par 


À À À 


À 
d—= a+ —): REPOS ps ue di=d+;) 


A 
de sorte que Aa, Bb, Cc, Dd sont remplacés par Aa, = Aa+A+...; 
de méme laisser Q, fixe et faire varier Q dans le faisceau ponctuel 
(Q, Q,) revient a conserver a, b, c, d et à remplacer A, B, C, D 


A : 
par A, — A + = ees de sorte que l’on a encore 


A,a=Aa+A+..., 


Si l’on remarque que, multiplier par un facteur constant le premier 
membre de l'équation de Q ou Q,, multiplie Aa, Bb, Cc, Dd par une 
méme constante, on voit qu’au cours des opérations qui consistent a 
laisser Q fixe et remplacer Q, par une quadrique Q, du faisceau tan- 
gentiel (Q, Q,), ou laisser Q, fixe et remplacer Q par une quadrique 
du faisceau ponctuel (Q, Q,), et à répéter ces opérations un nombre 
quelconque de fois, les racines de l'équation en À, Q—hQ, =0, 
subissent les opérations du groupe N = ph + v où js ety sont deux cons- 
tantes arbitraires; si l'on considère A,, As, As, À, (racines de l’équa- 
tion en À) comme les coordonnées homogènes d’un point par rapport 
à un certain tétraèdre de référence, le groupe obtenu revient à déplacer 
arbitrairement le point (hi, ha, hs, 4.) sur la droite qui le réunit au 
point de coordonnées (1, 1, 1, 1); le rapport anharmonique des quatre 
racines À ne change pas au cours de ces opérations : c’est le module 
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des fonctions elliptiques qui interviennnent pour la représentation 
paramétrique de la biquadratique (Q,Q,) ou de la développable cir- 
conscrite à Q et Q, (ou du moins une certaine fonction de ce module); 
dans le tétraèdre en question, c’est le rapport anharmonique des quatre 
points où la droite en jeu perce les faces du tétraèdre (ou des quatre 
plans joignant les sommets du tétraèdre à la droite). | 

Cette digression faite, examinons dans quel cas le plan « et le 
point A peuvent être choisis arbitrairement l’un et l’autre : posons, 
pour abréger, 


A=(a+b+c+d)?—4(be+cd+ db)— ha’, 
(15) 


Bss:rol Gars .( Diss. 4 


(Le lecteur ne sera pas troublé par l'emploi des lettres A, B, C, D 
pour désigner d’une part les sommets de notre tétraèdre, d’autre part 
pour désigner certaines quantités numériques.) La question posée 
revient à voir si l’on peut obtenir des valeurs de a, b, c, d satisfaisant 
aux équations homogènes et quadratiques Ao, B=o, C=o, 
D — o. Ces équations reviennent à trois seulement, car on a l’iden- 
tite A+B+C+D=o; il suffit donc que ces quatre expressions 
soient égales pour que chacune soit nulle : or on a 


A—B=4(a—b)(ec+d—a—b), 
(16) A—C=—4(a—c)(b+d—a—ce), 
A — D=4(a—d)(b+c—a—aA). 


On ne peut supposer b, c, d tous égaux à a, car les deux quadriques 
doivent différer; si l'on suppose a = 6, l'équation A — B = o est véri- 
fiée, et les deux équations A—C =o, A — D =o reviennent alors 
à (a—c)(c— d)=0, (a—d)(c —d) =0 de sorte que l’on trouve 
la solution a= 6, c— d et celles analogues qui expriment que deux 
des quatre nombres a, b, c, d sont égaux ainsi que les deux restants; 
ce sont les seules solutions; a —b, c — d exprime que les deux qua- 
driques ont en commun les génératrices æ + ely = 0, 3 +¢/it =o. 
Ce cas a été élucidé : écartons-le désormais, tout au moins dans ce 
paragraphe. 

Quand le plan « enveloppe Q,, le plan «, enveloppe la quadrique Q, 
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qui a pour équations tangentielle et ponctuelle 


au* Es be? ca? ane 
RNB PIQUE pre 


(Qs) 


9 


D Ce 0 
a b c d 
Quand le point A décrit Q, le point A, décrit la quadrique Q, quia 
pour équations ponctuelle et tangentielle 
sho Bt me 
(Q.) re RS > DAS 
Au? + Be? + C'iv? + D'h?— 0. 


St la quadrique Q, coincide avec Q,, la quadrique Q, coincide avec Q 
et réciproquement. Cela exige A?= B?= C?= D’; or nous avons vu 
que A=B=C=D conduit au cas où le point A et le plan & sont 
arbitraires, et où il n’y a pas lieu de parler de la quadrique Q, ni 
de Q,. Essayons donc d’abord d’avoir trois quantités A, B, C, D égales 
entre elles et égales à la restante changée de signe : par exemple 
A=B—=C——0D: la relation À + B + C+ D = o entraine alors en 
remplaçant A, B, C par (— D) le résultat D =o et l’on retombe sur le 
cas déjà écarté; il n’y a donc plus qu’à écrire des égalités telles que 

A=>B=>—C=—D où A=—B=C=—D ou A=—B=—C=D. 


On peut se borner, en changeant de notations, au premier de ces trois 
groupes; il suffit d’ailleurs d'écrire 

(15) A=B, C= D, 

car A+ B+ C+D=o0 donne ensuite A+ C — 0; on a ainsi le sys- 
tème 

(18) (a—b)(c+d—a—b)—o, (e—d)(e+d—a—b)=o. 

La solution a= b, c — d donne toujours le cas des quatre génératrices 
communes; il faut donc prendre 

(19) a+b=c+d. 


Or si l’on se reporte au Mémoire de M. Gambier, Journal de Mathé- 
matiques, t. XII, 1933, p. 309-336 (Transformations homographiques 
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changeant une biquadratique en elle-méme), on voit que cette condi- 
tion (19) exprime que la quadrique Q, reste invartante dans l’une ou 
l’autre de quatre involutions biaxiales échangeant la biquadratique & 
avec elle-même, pendant que les deux cônes de*sommets (1, 0, 0, 0) 
et (0, 1, 0, 0) contenant @ s’échangent entre eux, ainsi que les deux 
cônes de sommets (0, 0, 1, 0) et (0, 0, 0, 1) : sur ces quatre involutions, 
deux ont leurs axes constitués par des génératrices de Q,, les deux autres 
ont leurs axes situés sur la seconde quadrique, contenant 0, qui reste 
aussi invariante ('). Les conditions (17), (19) étant remplies, la cor- 
respondance4A, A, ) devient 


Ly, Ji — 5, —t, 


Zo Yo So ty 


C'est l’involution biaxiale dont les axes sont les deux couples d’arétes 
opposées du tétraèdre conjugué joignant les sommets des deux cônes qui 
s’échangent; cette fois l’homographie (A, A,) ou (x, «,) est à elle- 
même son inverse. 

Nous devons remarquer que la quadrique Q., enveloppe du plan «,, 
appartient, dans le cas général, au faisceau ponctuel (Q, Q,) : cela est 
lié à cette propriété que le plan x, ne change pas si Q décrit le fais- 
ceau ponctuel (Q, Q, ); la quadrique Q, appartient au faisceau tangen- 
tel (Q, Q,) : cela revient à vérifier que dans le tableau 


tous les déterminants d'ordre 3 sont nuls; or la relation 


A(b—c)+B?(c— a) + C2(a— b)—0, 


(7) En même temps Q reste invariante par l’une ou l’autre de quatre involutions biaxiales 
(différentes) laissant invariante la développab'e circonserite simultanément à Q et Q, : 
c’est la propriété corrélative. Dans le cas où l’on a, de plus, a+b=0, c+d=o, 
Q et Q sont les deux quadriques qui restent toutes deux invariantes dans involution 
qui laisse G inaltérée; mais alors la développable reste aussi inaltérée, et, si l’on consi- 
dère les tétraèdres cérconserits à Q, inscrits à Q,, on retrouve la même involution (A, Ai), 


Can eT) 


- as 
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obtenue en supprimant la derniére colonne, peut s’écrire 
(B?— A?) (ce — a) + (C?— A?) (a—b)=0. 
Les décompositions 
B—A=4{(a— b((a+b—c—a), 
B+A>2(¢—d+a—b)(e—d—a+b) 


et analogues conduisent immédiatement à la vérification. Cela explique 
pourquoi tl a suffi d'une seule relation pour que Q, coincide avec Q, 
(et Q, avec Q). 

Il suffit d’une seule relation pour que Q, coincide avec Q (et par 
suite Q, avec Q, HF toujours pour la méme raison. Cela se traduit par les 
égalités 


2 2 D: 
(20) re er 


Remplacons a, b, c, d par a”, 8?, y’, 0? : les racines carrées a, LES 7 
peuvent être choisies de sorte que les relations (20) deviennent 


(20°) = Ss 
et l'identité A +B+C+D=o0 exige que l’on ait 
(21) a+6B+y+d=0. 


Comme on sait, a priori, qu’il suffit d’une condition, la relation (21) 
est nécessaire et suffisante : d’ailleurs, tenant compte des relations 
de définition 


AS (att B+ yi 07) ACB yk y? tt O28") at... 
un calcul simple donne 
AB—Ba=[(a+B)—(y+ 6) a+ 8a (y — 9)'], 
de sorte que la nullité de «+8++y+4 entraine bien celle des 
expressions AB —Ba.... On remarque que la quadrique 


1: x? JÈ 2 t? 
(H) Fes 


J 
p 


donne une polarité transformant Q en Q, et réciproquement. 
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Toutes ces remarques vont nous servir à l’instant. 


6. Etude plus approfondie de la correspondance (A, A, ) ou (a, %, ). 
— Rappelons que le plan « coupe Q, suivant deux génératrices, dont 
l’une coupe la conique (Q, «) en Met N, et l’autre en P, R. Nous 


avons utilisé la quadrique auxiliaire Q pour démontrer que M’, N’, P’, 
R’ sont dans un méme plan : on peut le voir en remarquant que les 
quadriques suivantes : 1°Q; 2°Q,; 3° l’ensemble des 2 plans (MM’, PP’) 
et (NN’, RR’); 4° l’ensemble analogue (MM’, RR’) et (NN’, PP’) 
ont en commun ces 8 points M, N, P, R; M’, N°, P’, R’. Or les quatre 
premiers sont coplanaires, donc les quatre derniers le sont; (toutes les 
quadriques qui contiennent sept d’entre eux contiennent le huitième). 


Nous connaissons encore deux autres quadriques de ce réseau : Q et 
les deux pians (a, «,). 

Si la biquadratique @ commune a Q et Q, est indécomposable et de 
genre un, les coordonnées du point courant de @ s’expriment en 
fonction elliptique d’un argument w tel que la somme des arguments 
relatifs à quatre points d’un même plan soit constante : on peut même la 
supposer nulle; de la sorte la relation u, + u,— a, où a est une cons- 
tante numérique donnée, définit sur @ une correspondance involu- 
tive M,, M,, la corde M, M, engendre une surface réglée R,; or on voit 
aussitôt que toute génératrice de R, est coplanaire avec toute géné- 
ratrice de la surface analogue R_, : donc R, et R_, sont deux semi-qua- 
driques complémentaires. 

Or les paramètres des 8 points M, ..., R’ peuvent être pris ainsi : 


M. M’. N. N’. P. Lyc R. Rs 


“ —u—a —tw+a “u@—2a e —+a —v—a P+3a 


Cela prouve que M'N' est une génératrice de la semi-quadrique R_,, 
et P'Q' de la semi-quadrique R;,. La quadrique, appelée Q., enveloppe 
du plan «,, est donc le support des semi-quadriques R,, et R_,,; nous 
avons de plus appris à construire les génératrices de Q... 

La coincidence de Q, et Q, exige soit R,,= R, soit R3,.= R_,; dans 
le premier cas, 2a —o(à un multiple près des périodes) et R,, 
R_, coincident, de sorte que Q, est un cône; le problème ne se pose 
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plus, car les faces des tétraédres seraient concourantes en un point; 
donc on doit prendre R,,, = R_,, d’où 4a = 0: si l’on appelle 2w, 2w’ les 
périodes fondamentales, on doit avoir 2a — w, ou W, OU © +’; or 
2a — donne l’un des systèmes de quatre semi-quadriques auxquelles 
il a été fait allusion plus haut : chacune des six quadriques auxquelles 
on arrive possède w' quadrilatéres gauches tracés sur elle et inscrits 
dans @. 

Nous allons maintenant examiner ce qui se passe quand le point de 
contact w du plan « avec Q, vient sur @. Nous faisons la figure dans 
les deux cas, pour pouvoir comparer ( fig. 1). 


oz 


DR 


R’ 


Quand « est venu sur G, on doit faire coincider M, P avec w, 
M’ avec R, P’ avec N; le plan M'N'P'R devient le plan des deux géné- 
ratrices NN’RR’ : cl est donc tangent simultanément à Q, et Q, : son 
point de contact avec Q, est w, point de concours de NN’ et RR’, son 
point de contact avec Q, est le point w, où concourent RN’ et NR’. 
Dans le cas plus particulier où Q, coincide avec Q,, les quatre 
points R’, N’, w, et w, sont confondus et la quadrique Q, contient 
oo' quadrilatères gauches tracés sur elle et inscrits dans @ (). 


(1) Nous venons d'obtenir les plans a, tangents simultanément à Q, et Qs, ils enve- 
loppent une développable de quatrième classe déduite de l’ensemble des plans tangents à Q, 
aux divers points w situés sur @;-dans le cas d'exception donné en note au paragraphe # 
[ cas où la quadrique Q contient la conique g, sans que Q se décompose |-on trouve un 
plan a, particulier tangent à Q, et Q:, autre que les plans précédents : done cette fois Q, 
et Q. coincident. 


12 
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Nous sommes maintenant en mesure de traiter la question suivante : 
quelles sont les droites qui au, lieu d’étre arêtes de deux tétraèdres seule- 
ment, sont arêtes de w' (ou méme *? tétraèdres). 


x 


7. Examen du cas où il existe oc ' tétraédres ayant une arête com- 
mune. — Opérons d'abord synthétiquement : étudions la figure 1 
dans le cas où w est sur G, M et P étant confondus avec w; nous 
reprenons le raisonnement du second lemme du n° 4; si nous traçons 
une corde CD de la conique q, autre que NR, le plan 8, nouveau plan 
tangent à Q, mené par CD, coupe le plan a, suivant une droite 
unique qui coupe Q en deux points A’, A” et l’on obtient deux 
tétraèdres CDA’B’, CDA”B” ('). 

Supposons que CD coincide avec NR (fig. 1); mettons C en Net D 
en R; si B’ est un point de g autre que w, les plans tangents à Q, 
menés par CB’ et DB’, autres que «, sont CB’w, et DB’w, : on trouve 
toujours le point w,; si B vient en w, les plans tangents sont respec- 
tivement un plan quelconque mené par wN ou wR: on trouve donc un 
point d’intersection quelconque dans le plan NN’, RR’; ceci explique 


pourquoi la quadrique Q du lemme se décompose enle plan « et le 
plan «, du cas actuel. St donc on prend un point quelconque A de la 
section de Q par ce plan «, actuel, on a un tétraèdre CDAB, (B —w) 
répondant à la question; il y a w' tétraèdres de cette espèce cons- 
truits sur le même triangle CBD, de sorte que par chaque arête CB, 
DB, CD passent æ' tétraèdres. 

Ceci nous renseigne sur la position du point C, correspondant à C 
dans la correspondance (A, A,) lorsque le point C vient sur la biqua- 
dratique ®; le plan BDA est l’un des plans associés à C; ce plan 
pivote autour de la génératrice BD de Q,, donc C, est sur cette généra- 
trice; autrement dit, si l’on considère un point C de la biquadra- 
tique , on prend une des deux génératrices de Q, issue de C, CB par 
exemple; on en prend le nouveau point B de rencontre avec @ et 
par B on mène la nouvelle génératrice de Q, : C, est sur cette nouvelle 


(1) Si C vient en N, sans que D soit en R, la droite (B, «,) est la génératrice Nw, et 
Pun des deux points A’, A" est confondu avec N : il correspond à un tétraèdre aplati Nw DN, 
tandis que Pautre solution est un tétraèdre véritable. 
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génératrice; en partant de C avec l’autre génératrice, on obtient C, 
par intersection de deux génératrices de Q,. En particulier si l’on 
applique cette construction à w, on trouve w, précisément: w décri- 
vant G, le point w, décrit la biquadratique (Q,, Q,), st toute fois Q, est 
distincte de Q,; si Q, coincide avec Q,, le point w, décrit une biqua- 
dratique, trans formée toujours de @ par l’homographie (A, A,) (mais 
elle ne peut étre définie par ayy puisque Q, coincide avec Q, i 


Par dualité, au lieu des plans « tangents à Q, en un point de la biqua- 
dratique (Q, Q,), nous aurons les points A où le plan tangent à Q 
appartient à la développable (Q, Q, ). 


Traitons maintenant le problème annoncé : nous avons une infinité 
de tétraédres ayant une aréte commune; le raisonnement peut se faire 
soit en considérant les points U, V où cette arête perce Q, soit les 
plans u, » menés par cette aréte tangentiellement à Q,. Adoptons les 
points U, V, ce qui exige que l’aréte ne soit pas génératrice de Q. Sup- 
posons d’abord que U, V ne soit pas génératrice de Q, : donc les deux 
faces issues de l’arête UV sont connues; l’une au moins des faces VWX 
ou UWX est variable; supposons VWX variable : cette face passe 
d’abord en V, puis par U, : donc elle ne peut varier que st U,V est une 
génératrice de Q, ou si U, et V sont confondus. 

Nous traitons le premier cas : UV non génératrice de Q, (ni de Q), 
U,V génératrice de Q,. Ceci entraine comme conséquence nécessaire 
et suffisante pour U que U, soit sur Q,, car on prendra ensuite V sur 
l’une des deux génératrices de Q, issues de U,. Le lieu de U, est la 
biquadratique (Q, : Q:), si Q, est distincte de Q,; le point U décrit donc 
aussi une biquadratique, et nous avons reconnu synthétiquement que 
c’est la biquadratique (Q, Q, ); cela résulte d’ailleurs aussi de ce que, 
par la transformation (A, A,), qui coincide avec (x;, «), la qua- 
drique Q, a pour transformée Q,, et Q pour transformée Q, et que Q., 
Q, Q, appartiennent à un même faisceau linéaire. 

Nous marquons donc (fig. 2) un point U de G, les deux généra- 
trices Uu', Uu” de Q, issues de U avec leur nouveau point de ren- 
contre u’ ou u” avec @, puis les nouvelles génératrices u'U, et w'U,, 


issues sur Q, dew’ et u"; si nous supposons aussi Q, différente de Q, le 
Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fasc. 2. 23 
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point U, n’est pas sur @; le point V peut être supposé sur U,u’ et 
puisque UV n'est pas génératrice de Q,, V est le point de rencontre, 
autre que uv’, de U,w! avec @; par VU, nous menons un plan quel- 
conque donnant sur Q une conique I passant en w' et V; le cône cir- 
conscrit de U à Q, dégénère en deux droites Uw’ et Uw", de sorte que 


Fig. 2. 


la conique T',, trace de ce cône sur le plan de I’ dégénère en deux 
points; l’un est w’, l’autre est le point a où Uw" rencontre le plan del; 
pour avoir le triangle inscrit dans ', de sommet V, circonscrit à F,, 
nous menons de V les tangentes Vu’, Va aT’, et prenons leur point de 
rencontre, autre que V, avec F : cela donne W coincidant avec w’ et X 
sur Va; le tétraedre UVWX a trois sommets fixes U, V, W et un 
sommet variable X; la face UVW est fixe a tous points de vue 
(sommets fixes et plan fixe); le plan des sommets UVX est fixe, mais 
le sommet X est variable; les déux faces UWX et VWX pivotent 
autour de l’arête UW ou VW; nous retrouvons ce qui a été prévu 
a priori dans la figure 1, en partant d’un point W de @ et des deux 
génératrices WU, WV. 

Si la quadrique Q, coincide avec Q, le point U, est aussi sur G 
et V coincide avec U, : à part cette particularité il n’y a rien de changé 
si l'on met W en wv’; mais on peut mettre W aussi en uw’, de sorte que 
cette fois il y a deux séries &' de tétraèdres ayant UV pour aréte. 

Enfin il faut examiner à part le cas où Q, coincide avec Q, : le 
point U, cette fois peut être quelconque sur Q (si U était sur @, il n’y 
aurait rien de changé à ce qui précède). Présentons le résultat synthé- 


Ve se Dili i 
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tiquement : nous avons vu que l’on peut prendre convenablement une 
racine carrée « de a, $ de b, y de c, 6 de d de sorte que par polarité 
relativement à la quadrique H, 


(H) ateptyt y= 


la quadrique Q s’échange avec Q,; les nombres «, {, y, à sont liés par 
la relation à + 6 + y+ 6 =o et les nombres a, b, c, d par la relation 
(2a? — 2Xab)?— 6habcd =o 
ou 
Za'+ 62a°?b?— 4da*b + 4d abe — hoabed=o. 


Une génératrice G de Q devient une génératrice de G, de Q,; si par G 
l’on mène les deux plans tangents à Q,, ces deux plans deviennent 
chacun par polarité un point commun à Q et Q, et la droite joignant 
ces deux points est la génératrice G,. Cela posé, prenons sur Q une 
génératrice G (fig. 3) et marquons les points V, W où G, perce Q; 


Fig. 3. 


sur G marquons deux points arbitraires U, X; le tétraèdre UVWX a 
ses quatre faces tangentes à Q,, car UXW, UXV sont les deux plans 
tangents à Q, menés par G; d'autre part les faces WVU et WVX 
pivotent autour de G, ; ici on obtient «? tétraèdres ayant une arête 
portée par G (avec deux sommets variables sur G), ou 2° tétraèdres 
ayant une aréte portée par G, (avec deux faces variables pivotant autour 
de G,; les «? tétraédres ont G et G, pour support commun de deux arêtes 
opposées. On peut remarquer que, si U reste fixe, V et W restent fixes 
L2* 
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aussi et la face VWX pivote autour de WV, de sorte que le point U, 

est nécessairement porté par la génératrice G,; U et V restant fixes, on 

a o' tétraédres ayant les sommets U, V en commun (ainsi que le 

sommet W) : mais il y a une différence essentielle avec la figure 2 où 

nous avions aussi w! tétraèdres ayant en commun les sommets U, V, 

ainsi que le sommet W : dans la figure 2, UV n'étant pas génératrice 

de Q,, UW est génératrice de Q, : dans la figure 3, ni UV ni UW ne sont 

génératrices de Q,; dans la figure 2, le lieu de X est une conique, 

section de Q par le plan fixe UVw” et U est sur @; dans la figure 3, . 
le lieu de X est une génératrice de Q et U n’est pas sur @. 

Cette discussion conduit à la solution de la question suivante : 
étant données deux quadriques Q, Q, peut-on trouver sur Q une généra- 
trice G, sur Q, une génératrice G,, telles que V et W étant les points où 
G, perce Q, les plans GV et GW soient tangents à Q,? (La propriété 
géométrique se transforme en elle-même dans la polarité qui échange Q 
et Q,). A priori, si l’on donne G, G,, les points V, W sur G, (ce qui 
revient à donner les plans GV, GW passant par G), la quadrique Q 
contenant G, V, W, puis la quadrique Q, contenant G, et tangente aux 
plans GV, GW (en des points autres que V ou W), on fait jouer un 
nombre de paramètres égal à 4 + 4 + 2 + 4 + 4, soit 18. Si l’on donne 
a priori Q, Q,, ce qui fait disposer de 18 paramètres, la recherche-de G 
et G, introduit deux inconnues (une pour déterminer chaque géné- 
ratrice G ou G,), avec un total de deux équations (le plan GV 
doit contenir un nouveau point de la génératrice autre que G, issue 
de V sur Q,; de même GW) : ces deux équations à deux inconnues ne 
sont pas compatibles dans le cas général ; car si le couple G, G, existe, 
on peut choisir U, X arbitrairement sur G, obtenir ainsi le tétraédre 
de la figure 3 et alors U restant fixe, X variant sur G on voit que le 
point U, est sur Q, sans que U appartienne a @, de sorte que les qua- 
driques Q, et Q, ont en commun, outre la biquadratique transformée 
de @, un nouveau point U, : elles coincident donc. Les racines de 
l'équation en A du faisceau Q—2AQ,=o sont donc liées par la rela- 
tion ZYA —0, ce qui fait que le couple (Q, Q,) ne dépend plus que 
de 17 paramètres, au lieu de 18; par contre on obtient æ' couples G, 
G, avec Q, Q, fixées ainsi (et mème deux séries o' en prenant suc- 
cessivement les génératrices de chaque système de Q). 


| AE US 
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Revenons à notre second cas : UV non génératrice de Q,, U, 
et V confondus. Comme V est sur Q et U, sur Qu, le point U, ou V du 
cas actuel est sur la courbe Q, Q,, st nous supposons Q, et Q distinctes 


- (nous étudierons plus loin le cas Q, et Q confondues). Le point U, 


dans le cas actuel satisfait aux deux équations 


(QW) rt apte 23 tae, 


lt? 


U ES 2 2 22? 
(U,) | (Q:) etet+Etp=o 


et le point U aux deux équations 


(Q) 2?+7?4+37+=0, 


i! 
pa A?2?+ B?7?+ C2s?+ Dolo, 


Nous avons remarqué que le tableau 


a tous ses déterminants d’ordre 3 nuls; donc on peut remplacer les 
deux équations qui déterminent U par 

A (Q) at Veet == 0, 
fo az? + by?+cs?+ d?=—o. 


la dernière exprime que le plan tangent en U à Q, plan qui a pour coor- 
données (x, y, 5, t) est tangent à Q,; donc le point U est sur la courbe 


Fig. 4. 
U 


de contact avec Q de la développable circonscrite à Q et Q,. On obtient 
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les tétraédres qui se déduisent par dualité de ceux de la figure 2 (ou 
figure 1). La construction synthétique est la suivante : par le point U 
pris sur la courbe de contact en jeu, on trace les deux génératrices 
de Q (fig. 4), soit G’ et G’; par G’ et G’ on mène le plan tangent a Q, 
autre que le plan G’, G”; les deux plans obtenus se croisent suivant 
une droite A qui recoupe Q en V, lequel est en même temps le point U, 
associé à U. Un plan tangent quelconque à Q, mené par V forme la 
quatrième face du trièdre cherché, les trois autres étant fixes (G’, G’; 
Boiste ASG. 

Si Q, coincide avec Q (auquel cas Q, coincide avec Q,) le point U 
peut étre quelconque sur Q; nous avons vu que la correspondance 
(U, U,) est une involution biaxiale, de sorte que V coincidant avec U,, 
V, coincide avec U; les quadriqnes Q et Q, se conservent dans l’in- 
volution biaxiale en jeu; les æ' tétraédres obtenus se correspondent 
deux à deux dans l'involution biaxiale en jeu. Ce type de tétraèdres se 
correspond à lui-même par dualité, car les deux points U et V de Q 
se correspondent dans cette involution et les deux plans UVW et UVX 
tangents à Q, aussi. Nous avons vu, en notes, aux paragraphes 4 et 5 
comment ce cas se prévoit a priort. 

Passons maintenant au cas réservé dès le début : UV génératrice 


Fig. 5. 


V 


U, 


de Q, (de sorte que pour une telle aréte, on peut prendre les deux 
points où elle perce Q, mais non les plans tangents menés a Q, qui 
sont indéterminés autour de l’arête). U et V sont sur la biquadra- 
tique @; nous savons que U, est sur la nouvelle génératrice de Q, 
issue de V; donc par U, V menons un plan quelconque ; nous obtenons 


Ki 


wat 
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la figure 5 où nous avons marqué la conique l de section de Q par ce 
plan; la conique I’, trace, sur ce plan, du cône circonscrit à Q, par U 
se réduit au point V et au point a; d’un point W quelconque de l'on 
mène Wa qui recoupe I en X; le tétraèdre UVWX répond aux condi- 
tions; il y a «* plans tels que le plan choisi autour de V V'U,, et dans 
chacun d’eux il y a ©‘ points W; on obtient donc «? tétraédres ayant 
pour aréte une génératrice de Q,. 

Par dualité, on obtient x? tétraèdres ayant pour aréte une généra- 
trice de Q, ce qui était le cas réservé aussi dès le début. 

Il reste encore un léger paradoxe à liquider; dans le cas où Q et Q, 
sont telles que les racines de l’équation en À du faisceau Q — AQ, =o 
donnent la relation 2 VA — 0, nous avons remarqué qu’il y avait oo? 
tétraèdres ayant pour arête une génératrice de Q,. Dans le cas de la 
figure 5 (en supposant que Q, ne coincide pas avec Q,, ni la qua- 
drique Q, avec Q) on n'obtient jamais pour l’arête WX une généra- 
trice de Q, car si cela avait lieu on aurait précisément le couple WX 
génératrice de Q, UV génératrice de Q,, tel que les plans WXU, WXV 
reliant WX aux points d’intersection de UV avec Q soient tangents 
à Q, (contenant en effet la génératrice Ua, ou V V'U, de Q,). Dans le 
cas où Q, coincide avec Q,, et Q, avec Q on obtient d’abord, pour 


Fig. 6. 


toute génératrice de Q,, les oo? tétraédres de la figure 5 puis les 
20? tétraèdres particuliers où l’arête WX est génératrice de Q; pour le 
voir marquons en effet sur la figure 6 la génératrice UV de Q,, les 
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points U, V où elle perce @, puis U, et V, situés sur les nouvelles 
génératrices de Q, issues de V et U, puis les points V’ et U’ ot VU, 
et UV, percent à nouveau Q; la droite V'U’ est la génératrice de Q 
associée à UV; le plan particulier U'V'U, V donne comme conique F 
une conique dégénérée en deux droites dont l’une est G, l’autre une 
droite G’ issue de V; la section de T, se réduit à deux points l’un V 
sur G', l'autre U' sur G, de sorte que, dans ce cas particulier, il y a 
20° triangles dont les sommets sont sur G ou G’ et dont les côtés 
passent par V ou U’. 


8. Intersection de Q et Q, formée de quatre génératrices. — Nous 
avons reconnu directement, grâce au raisonnement géométrique de 
M. Rowe, employé comme lemme au n° 4, que les quadriques Q et Q, 
ayant en commun quatre génératrices fournissent æ* tétraèdres. 
L'étude de la correspondance (A, A,), ou (x, x,) a de nouveau signalé 
ce cas. Il va étre instructif de donner de nouvelles démonstrations 
géométriques, intuitives, dues aussi à M. Rowe. 

Dessinons ( fig. 7) le quadrilatère PTRS formé par les quatre géné- 


Fig. 7. 


E 


ratrices communes; en un point E de Q, menons le plan tangent àQ, 
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coupant Q, suivant les génératrices EHK, EFG; la conique I’, section 
de Q par ce plan passe en FGHK. D’autre part, par un point V de Q 
passe une génératrice de Q s’appuyant sur PT et SR, ayant son pied 
en M sur l; MG est la perspective de PT sur le plan del’, MF celle 
de SR; donc le triangle MFG est inscrit dans I et circonscrit à la 
conique I’,, trace sur le plan adopté du cône circonscrit de V à Q, : 
donc T et, admettent une infinité de triangles inscrits dans I et cir- 
conscrits aI, et l’on retrouve les o* tétraèdres. 


On peut remarquer qu’il y a deux séries ©" de tétraèdres inscrits 
et circonscrits à Q, et aussi à Q, simultanément. En effet, menons 
par PT deux plans arbitraires, et deux autres par RS; ces quatre plans 
forment un tétraèdre de l’espèce indiquée, dont on peut dire qu'ils 
sont légèrement dégénérés, en ce sens que les quatre points de contact 
sont deux sur une aréte, deux sur l’arête opposée. Le couple PS, TR 
livre de même une autre série æ “; le tétraèdre PRST est commun aux 
deux séries. 

Cette remarque permet d’expliquer ce que deviennent les æ° té- 
traèdres quand Q restant fixe, Q, varie dans le faisceau déterminé par 
le quadrilatère PSRT de façon à venir coincider avec Q : on trouve 
cette fois æ° tétraedres obtenus en prenant deux génératrices arbi- 
traires du même système de Q, deux plans arbitraires par l’une et 
deux plans arbitraires par l’autre. 


Donnons encore une.autre démonstration géométrique qui nous 
permettra de passer du cas de quatre génératrices distinctes à celui 
de deux génératrices doubles. Par une homographie, on peut se 
borner au cas d’une sphère Q et d’une quadrique Q, de révolution 
tangente à la sphéreaux deux extrémités d’un diamètre VV’; occupons- 
nous simplement des plans tangents à Q, aux divers points d’une 
méridienne ( fig. 8); une tangente à cette méridienne perce le méri- 
dien de la sphère en deux points A, B tels que les rayons VA, VB se 
correspondent homographiquement, VV’ et la tangente en V étant les 
rayons doubles; par perspective sur le diametre perpendiculaire 


Oa , : À : 
à VV’, on a donc deux points a, b tels que as soit une constante; le 


cercle l section de Q par le plan tangent considéré a pour perspective 


le cercle décrit sur ab comme diamètre, autrement dit est vu de O 


OYA 
Ann. Ee. Norm., (3), LI. — Fasc. 2. 24 
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sous un angle constant. La question est donc ramenée à la suivante : 
on considère dans un plan un point fixe O et les ©* cercles tels que leur 


A é Bal Oa ent 
diamètre passant en O les coupe en deux points a, & tels que G7 sou éga 


à une constante donnée (ou tels que chacun d’eux soit vu de O sous un 


Fig. 8. 


angle fixe); par un point « du plan passent «' cercles de cette espèce; 
st l’on en prend trois au hasard, les points 8, y, à où ces trois cercles se 
recoupent 2 à 2 en dehors de « sont sur un nouveau cercle appartenant à 
la famille ©? envisagée. Nous laissons au lecteur le soin de démontrer 
cette proposition. 

Dans le cas de deux génératrices communes doubles, on ramène 
de même la figure à une sphère Q et à une quadrique de révolution Q, 
dont la méridienne est surosculée en V par le cercle méridien de la 
sphère; cette fois le segment ab (mêmes notations que précédemment) 
a une longueur constante; on obtient donc la propriété suivante bien 
connue : dans un plan, st trois cercles de méme rayon passent par un 
point a, leurs nouveaux points communs b, c, d sont encore sur un cercle 
de méme rayon. 


9. Quadriques ayant une cubique gauche commune. — Les seuls 
cas où l’étude analytique de la correspondance (A, A,) ou (a, «,) faite 
par le tétraèdre conjugué commun est en défaut sont les suivants : 


1° Intersection (Q, Q,) constituée par une biquadratique à point 
double; 
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2° Intersection (Q, Q,) constituée par une cubique gauche et une 
génératrice ; 
3° Intersection (Q, Q,) constituée par une conique et deux géné- 


ratrices de système opposé. 


Les explications géométriques subsistent; les correspondances 
(A, A,), (, «) sont encore des homographies inverses l’une de 
l’autre, laissant inaltérés les sommets des cônes du second ordre con- 
tenant toute l'intersection. 

Donnons quelques explications relatives au cas de la cubique 
gauche I et de la génératrice G communes à Q et Q,; un plan « tangent 
à Q, coupe la génératrice G en M et la cubique l'en N, R, P; MN sont 
sur une génératrice de Q, de système opposé à G, R et P sur une géné- 
ratrice du même système; donc R’ et P’ sont sur G, tandis que N'est 
sur la cubique I’; le plan «, déterminé par N’P’R’ pivote autour de G; 
il coupe Q d’abord suivant G, puis suivant une génératrice G’ de sys- 
tème opposé à G; le second plan 5 mené par CD tangentiellement 
à Q, coupe G en un point A’ qui, réuni à B'(—M}), donne le 
tétraèdre A’B’CD qui répond aux conditions, les plans A’B’C et A'B'D 
ayant leur point de contact avec Q, sur le périmètre de la face; le 
point A où f coupe G’et le point B correspondant à A sur la conique q, 
commune a « et Q, donne un tétraèdre ABCD répondant aussi à la 
question, les points de contact avec Q, étant tous à l’intérieur de la 
face correspondante. A chacun des æ* plans « correspond sur Q une 
génératrice G'; on peut remarquer que si « pivote autour d’une géné- 
ratrice de Q,, de système opposé à G, la génératrice G' reste fixe; on 
a ainsi réalisé une correspondance biunivoque entre les génératrices de 


système opposé à G sur Q et Q,. 


10. Quadriques ayant en commun une conique et deux génératrices 
sécantes. — Ce cas est compris comme dégénérescence dans le pré- 


cédent; la quadrique auxiliaire Q du n° 4 contient les deux généra- 
trices sécantes communes à Q et Q,, de sorte que le résultat est le sui- 
vant : CD étant une corde quelconque de Q, par CD on mène les deux 
plans tangents à Q,; l’une des génératrices communes rencontre ces 
plans en A,, B,; A,B,CD est l’un des tétraédres cherchés; l’autre 
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génératrice donne de même A, B,CD; on ax’ tétraédres; mais il n’y a 
plus lieu de parler de la correspondance (x, «,) car le plan de a, est 
toujours celui des deux génératrices communes. 

11. Tétraèdres dont les sommets sont sur une cubique gauche ou 
sur une biquadratique et dont les faces sont tangentes a une qua- 
drique (ne passant pas par la courbe). — Cette question est, si l’on 
veut, comprise dans celle qui a été étudiée ici : les faces du tétraèdre 
sont tangentes à une quadrique Q, pendant que les sommets sont à la 
fois sur l’une et l’autre de deux quadriques Q, Q’. 

J'indique, synthétiquement, quelques résultats, réservant l'étude 
complète pour un Mémoire séparé. 
Considérons une cubique gauche et une quadrique Q, quelconques : 


il existe un tétraëdre et un seul T de sommets situés sur F et de faces * 


tangentes à Q,. Pour mettre le problème en équation, on peut sup- 
poser, par une homographie préalable, que I est la cubique d’équa- 
tions y = x, 3 —x* (ce qui laisse encore 3 paramètres disponibles 
pour l’homographie, mais peu importe). Du point A(t, #,t) de F, 
comme sommet commun, sont issus le cône S ayant l pour directrice, 
le cône S, circonscrit à Q,; en exprimant que le cône S est capable 
d’un trièdre circonscrit à S,, on trouve une équation qui (débarrassée 
du facteur, de degré 12, carré du polynome en ¢ donnant les points 
communs à let Q,) est de degré 4 exactement ('); je dis que les 
4 points correspondants A, B, C, D sont les sommets du tétraèdre cherché. 
En effet, sur le cône S' je puis prendre AB comme première généra- 
trice d’un trièdre inscrit dans S*, circonscrit à S*; les deux faces 
issues de AB ne sont autres que les deux plans tangents menés a Q, 
par AB : elles recoupent I en C’ et D’ et le plan C’AD’ est tangent 
a S}, donc à Q,; mais le même raisonnement fait avec le point B et les 
cônes S", S! prouve que le plan C’BD’ est tangent à Q,; donc C’ et D’ 
ne sont autres que C et D et le résultat est démontré. L’ensemble I, Q 
dépend de 12 +9 ou 21 paramètres et le tétraèdre T est unique; si 
l’on part d’un tétraèdre T quelconque (12 paramètres), d'une cubique 


ee eS ee ie SR UE Se eS ee ee ee wire 


(1) Certains auteurs affirment que le degré est ro : ils ont sans doute oublié de vérifier 
que le polynome en ¢ de degré 6, relatif aux points (T, Q,) est en facteur «x carré. 
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circonserite à T (4 paramètres nouveaux), d’une quadrique Q inscrite 
dans T (5 paramètres nouveaux) on retrouve le nombre 21 pour 
l’ensemble des paramètres. 

Sur la cubique l prenons deux tétraédres Lou) et T'(A'B'C'D”); 
si nous considérons une quelconque, Q,, des æ? quadriques tan- 
gentes aux 4 faces de T et aux 3 faces de T’ issues de A’, l'équation 
de degré 4, relative àT et Q, formée à V’instant se réduit à une identité, 
car elle admet pour racines les ¢ des 5 points A, B, C, D, A’; done le 
raisonnement qui vient d’être fait peut s'appliquer à deux points 
quelconques M,, M, de I et fournit un tétraèdre M,M,M,M, inscrit 
dans let circonscrit à Q,. Il y a deux conséquences à tirer de là : 


1° Si deux tétraédres sont inscrits dans une cubique gauche, toute 
quadrique tangente a 7 faces prélevées sur les 8, est tangente à la 
huitième : nous allons voir que ces 8 faces sont tangentes à une même 
développable À de classe 3, admettant avec T &' tétraédres de cette 
espèce, inscrits dans T\, circonscrits à A; 

2° St une cubique TV et une quadrique Q, admettent deux Dirhodres 


inscrits dans I’, circonscrits à Q,, ils en admettent une double infinité. 


Duporcg avait indiqué a ce sujet un résultat exact, mais incomplet 
(Nouvelles Annales, 4° série, t. II, 1902, p. 166) : il n’avait pas 
remarqué le premier des deux résultats qui viennent d’étre indiqués; 
pour le second, il le signale en admettant que let Q, admettent trois 
tétraèdres de cette espèce, tandis qu’il suffit de deux ('). 

Nous allons, tout de suite, en utilisant la remarque que M. Rowe 
a faite sur un couple de quadriques Q, Q, ayant 4 génératrices com- 
munes, montrer que les conditions nécessaires et suffisantes pour que le 
couple T, Q, admette æ°? tétraèdres (au lieu d’un seul) se réduisent à 3 
(bien que l'équation à rendre identique soit de degré 4), dont l'inter- 
prétation géométrique est la suivante : les 6 points où V perce Q, sont 
répartis, par couples de 2, sur 3 génératrices (de méme système) de Q,. 
En effet, soit M l’un des 6 points en question : le cône S¥, au point de 


(1) Duporeq connaissait peut-être le résultat erroné donnant, comme degré de Péqua- 
tion indiquée plus haut, 10 au lieu de 4 (et alors pour rendre l'équation identique, il eût 
fallu au moins 11 solutions, de sorte que 2 tétraèdres n'auraient pas suffi). 
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vue tangentiel, se réduit aux deux génératrices de Q, issues de M; 
l’une est sur S"; les 6 points offrent donc la particularité annoncée 
(condition nécessaire). Quand cette condition est remplie, appelons G’, 
G’, G” les 3 génératrices en jeu; appelons Q’, Q”, Q” les 3 quadriques 
contenant toutes les trois la cubique I’, puis respectivement le couple 

x", G") ou (G”, G’) ou (G’, G’); chacune coupe Q, suivant quatre 
génératrices; donc si nous prenons un plan tangent quelconque « 
de Q,, ce plan coupe [ en 3 points B, C, D et les plans, autres que «, 
menés tangentiellement à Q, par CD, DB et BC se recoupent en A situé 
à la fois sur Q’, Q’, Q”, done sur I (condition suffisante). 

Vérifions que le couple spécial l, Q, dépend bien de 18 paramètres 
(au lieu de 21). Donnons-nous I (12 paramètres), le tétraèdre T (4), 
le tétraédre T’ (4); une quadrique Q, tangente à 7 des faces de T et T’ 
dépend encore de 2 paramètres; le total T, T, T’, Q, fait donc inter- 
venir 12+4+4-+ 2 soit 22 paramètres que nous pouvons obtenir 
aussi en donnant d’abord T et Q,, soit æ paramètres, puis T (2), 
puis T’ (2); x + 4 = 22, dont le nombre æ est bien égal à 18. 

Duporcq, dans l’article cité, emploie le procédé suivant : T,, T,, T, 
sont trois trièdres inscrits dans I’; leurs sommets sont donnés res- 
pectivement par /,(t)=0, f,(t)=0, f;(t)=0, où f,, f:, fs sont 
3 polynomes en t de degré 4; l'équation À, f, (4) + À: f2(t) + A; fa(t)=0 
représente les sommets de x? tétraèdres inscrits dans T (}.,, >, As étant 
des constantes), dont les faces restent tangentes à une méme qua- 
drique Q,, car, de chaque corde M, M, de I partent seulement 2 de ces 
faces. 

Il y a lieu de complèter le raisonnement de Duporeg en considérant 
l'équation à un paramètre, au lieu de deux, À, f,(1) + à: fa(t) = 0 : 
par un point M arbitraire de l passent trois faces d’un trièdre emprunté 
à la série æ' de triedres considérés; donc les faces des «' triédres 
ainst obtenus sont tangentes à une développable A de classe 3 et réct- 
proquement, st une cubique gauche TV et une développable A de classe 3 
admettent deux trièdres inscrits dans’, circonscrits à À, elles en admettent 
une série ©'. Cherchons de combien de paramètres dépend un tel 
couple I’, A; on donne d’abord I (12 paramètres) puis T, (4), puis 
T, (4); la développable A est, par suite, complètement connue 
(déterminée, par exemple, par 6 des 8 faces de T, et T,); l’ensemble 
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I'+T,+T,-+A dépend donc de 20 paramètres; en le prenant dans 
l'ordre '+ A +T,+T, on trouve æ + 2 — 20, donc æ —18. Si l’on 
considère une cubique l', une développable de classe 3, A, quelconques, 
leur ensemble dépend de 24 paramètres; si l’on cherche un tétraèdre T 
inscrit dans T, circonscrit à A, on a 4 inconnues (les t des sommets) 
liées par 8 équations : notre analyse prouve qu'en général ces équa- 
tions sont incompatibles, car si l’on donne d’abord T (12 paramètres), 
la cubique I fait intervenir 4 paramètres nouveaux, A aussi 4 : de 
sorte que I’ et A ne font intervenir que 20 paramètres au lieu de 24; 
les 8 équations à 4 inconnues deviennent donc compatibles, moyen- 
nant quatre relations ('). Moyennant six relations, l’équation de 
degré 8, se réduit à une identité. L'interprétation de ces six relations 
s'obtient aussitôt en remarquant que le paramètre A, : A, admet six 
valeurs pour chacune desquelles l'équation À, /,(¢) + À:f:(t)—0 a 
une racine double; si A, A, B, C sont les points ainsi obtenus sur IT 
pour une telle valeur de À, :À,, nous avons deux plans BAA, CAA 
tangents à A, se coupant suivant une tangente AA de l'; nous avons 
aussi deux plans BCA, BCA confondus, tangents à A, issus de BC, qui 
est donc une génératrice de la surface A. Donc les six conditions néces- 
saires et suffisantes pour qu'une cubique gauche TV et une développable A 
de classe 3 admettent une série «' de tétraèdres inscrits à V', circonscrits 
à À, est que les 12 points où T rencontre la surface A (qui est de degré 4) 
soient répartis par couples de deux sur 6 génératrices de À, ou, ce qui 
est équivalent, que les 12 plans tangents simultanément à TV et A se répar- 
tissent en 6 couples se croisant, dans chaque couple, suivant une tangente 
de T. Remarquons, pour les deux formes de cet énoncé, qu’une dua- 


(*) Pour que le raisonnement soit parfaitement convaincant, il faut encore être assuré 
que et A n’ont dans le cas étudié que l’unique tétraèdre T. Pour voir qu’il existe effec- 
tivement des couples ©, A ayant un tétraèdre unique, donnons-nous T puis T; soient A, 
B, C trois points quelconques de T'; les développables de classe 3 tangentes aux 4 faces 
de T et au plan ABC forment une série «?; or si l’on donne un plan arbitraire passant 
par BC (un paramètre), il existe une développable A de classe 3 tangente aux 4 faces 
de T, au plan ABC et au nouveau plan; donc, en opérant de même avec CA et AB, nous 
obtenons seulement 3 séries 2! de développables A, comprises dans notre série «7 pré- 
cédente, et admettant plus qu’un unique tétraédre inscrit dans I’, circonscrit à A; donc 
les développables obtenues en retranchant de la série 2? les trois séries æ! en jeu n'ont 
bien, avec L qu’un seul tétraédre, à savoir T. 
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lité transforme [ en une développable A, A en une cubique T, un 
tétraèdre de sommets A, B, C, D, de faces a, B, y, 6 inscrit à I, cir- 
conscrit à À, en un tétraèdre de faces a, B, y, 5 et sommets À, B, C, D 
inscrit aT, circonscrit à A; la première: forme de l'énoncé devient la 


seconde : or, on peut s arranger pour que T coincide avec T et À avec À; 
en effet, pour chaque tétraédre ABCD, il est clair que les coordonnées 
du plan BCD s'expriment rationnellement par rapport au ¢ de A ou 
aux coordonnées de A et que réciproquement les coordonnées de A 
s'expriment rationnellement au moyen du paramètre O qui indivi- 
dualise un plan a tangent à A; cette correspondance (A, a) est la 
dualité annoncée, où chaque tétraédre se correspond à lui-même. 

Ici encore les oo' tétraèdres relatifs à A et I se trouvent inscrits 
dans les oo? quadriques contenant l et circonscrits aux «2? quadriques 
inscrites dans A. 

Je signale encore, reprenant les idées de Duporcq, diverses pro- 

priétés db la série æ ? de tétraèdres définis par l'équation 


Afi + Aafe-+ Asfra= 0}; 


les sommets d’un tel tétraédre sont définis par la méme équation que 
les points d’intersection de la quartique plane unicursale 


yh: BS, Cb) ive) (ON 


par la droite de coordonnées (A, : A. : A;); aux oo? droites du plan x 
auxiliaire ainsi introduit correspondent nos oo? tétraédres; aux 
æ' droites passant par un point fixe de ce plan x correspondent 
+ ! tétraédres enveloppant une développable A étudiée ici, associée aT 
et circonscrite à Q,; deux de ces développables ont un seul tétraédre | 
circonscrit à chacune et inscrit dans l, correspondant à la droite - 

joignant les points fixes de x relatifs aux deux développables. Dans 
cette représentation, à une droite du plan x correspond un tétraédre T, 
à un point de = une développable A; soit alors le point m,, de para- 
mètre 4, sur y, et l'ensemble des droites issues de ce point dans x, de 
facon que l'on ait À, / (to) + Aa fo(ty) + As fs(ty) = 0 : les tétraèdres 
correspondants ont tous le sommet M, commun, point de paramètre 4, 


hasta L 
RL 
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sur I’, de sorte que la développable correspondante dégénère en deux 
morceaux : d’abord le cône C, de sommet M,, circonscrit à Q,, puis 


* une droite à, enveloppe des plans M,M,M;, tangente au cône C, : en 


effet, quand la droite de x devient la tangente en m, à y, le tétraèdre 
dégénère en le tétraèdre M,M,M,M;; le plan M,M, M, qui contient 6, 
(si on le regarde comme plan de la face opposée à M,) est aussi un 
plan tangent à C, (si on le regarde comme plan de deux arêtes issues 
de M,); on obtient ainsi, en faisant varier ¢,, les æ' cônes circons- 
crits à Q, des points de et les oo' génératrices 6, de Q,, le système 
correspondant étant celui des génératrices par lesquelles on peut 
mener un plan tangent unique à chacune des développables A (on 
joint en effet le point m, au point fixe où se croisent les droites rela- 
tives à A). Si nous prenons un point double de +, soit ., toute droite 
issue de p perce y d’abord en x, puis en deux autres points p.,, u. de 
sorte que les tétraèdres correspondant à la rotation de la droite wy, vs 
ont tous une aréte fixe qui est la droite M, M’ joignant les points de I 
obtenus pour les deux valeurs de ¢ au point p sur y; M, et M, étant 
les deux autres sommets de ce tétraèdre T, le plan MM’M, a pour 
enveloppe MM’, qui est donc une génératrice de Q,; le plan M’M,M, 
enveloppe une droite, passant par M’, qui est donc la génératrice de 
système opposé à MM’ dans Q,; on a retrouvé la proposition fonda- 
mentale : Q, admet 3 cordes de T pour génératrices; les droites 6, 
engendrent la semi-quadrique complémentaire de celle qui admet 
les 3 cordes en jeu [la développable correspondant à M dégénère en 
3 droites : l’enveloppe du plan MM’M,, qui est MM’, l'enveloppe du 
plan MM, M, qui est la génératrice de système opposé à MM’ sur Q,, 
issue de M, et enfin la droite enveloppe du plan M'M,M,; ces deux 
dernières droites se retrouvent quand on prend la développable dégé- 
nérée correspondant à M’]. 

Il reste à montrer que quatre tétraèdres inscrits dans une cubique 
gauche I définissent, par élimination de l’un d’eux, 4 quadriques 
associées à let ayant une génératrice commune, qui est du système 
opposé aux génératrices 6, mises en évidence précédemment sur chacune 
des quadriques. Je donne un raisonnement différent de celui de 
Duporeq : appelons f(t), f(t), f:(t), f.(t) les polynomes ayant 
pour racines lesz des sommets de T,, T,, T;, T,. La quadrique Q, est 
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l’enveloppe des faces des oo? tétraédres définis par l’équation 
(1) o+ fe + Asfst+ufr—o, 

et la quadrique Q, celle définie par l'équation 

(2) Bfi+ 0 + pofst+ fi 0: 


Q, et Q, admettent une développable de classe 3, circonscrite à cha- 
cune et définie par l'ensemble des tétraédres 


(3) fs: Ji const; 


de sorte que Q, et Q, ont une génératrice commune G par laquelle 
passent deux plans tangents à A; coupons la cubique I par un plan 
arbitraire issu de A; ce plan est tangent à Q,, donc les trois points t;, 
1°, & où il coupe l peuvent être associés à un point u, deT de façon a 
obtenir une identité : 


(4) + fat ASS + ASS, = (t — tf) (0— ts) (t — 3) (¢ — ui). 


On obtient les rapports mutuels de A$, A$, Aj en exprimant que l’équa- 
tion (1) est vérifiée pour t—# et t—=1,; on obtient de même un 
point w, tel que 


(5) Bfitio+pifs+ BAS, S(t — 89) (Et 09). (t — 4) us). 


Mais alors on déduit immédiatement de (4) et (5) les équations 


(6) — A Bo fit SA fe + 0 + (pSAL— AUS) S, 
| = (t—t}) (t— t2) (¢— 48) [p3(e— w,) — ASC — w)]. 
(7) — Nu fi+ BEAL fa + (MIAS— Aus fa + 0 


= (t— #0) (¢— 09) (8 — 19) [p9(t— us) — A9 (4 — ws) 


qui démontrent que le plan utilisé est aussi tangent à la quadrique Q, 
définie par la série (T,, T., T,) et à la quadrique Q, définie par la 
série (T,, T,, T,); comme le plan utilisé est un plan arbitraire mené 
par la droite fixe G, cela prouve que G est aussi génératrice de Q, et 
de Q,. On peut remarquer que les équations (4), (5), (6), (7) 
expriment que sur la quartique gauche unicursale auxiliaire y’ [ /, (2), 
fa), fs(t), fr(t)] les points 2°, 22, & sont sur une même droite; on 
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remarquera aussi la configuration remarquable des six développables 
définies par les tétraédres T;, T; (¢=1, 2, 3, 4). 

Un probléme analogue a ceux qui viennent d’étre traités est le 
suivant : 


Etant donnée une biquadratique, intersection de deux quadriques Q 
et Q’, trouver un tétraèdre inscrit dans cette biquadratique et circonscrit 
soit à une quadrique Q, soit à une développable de classe 4 définie par 
deux quadriques Q, et Q.. 


Nous ne traiterons pas ce problème en détail; nous nous contentons — 
d'indiquer un cas où il y a une série æ' de tétraèdres inscrits dans la 
biquadratique (Q, Q’) et circonscrits à Q,; supposons que nous nous 
donnions la quadrique Q, (9 paramètres), 4 génératrices de Q,, côtés 
d’un quadrilatére gauche (4 paramètres}, puis une quadrique Q conte- 
nant ce quadrilatére (1 paramétre), puis que nous rccommencions 
avec un nouveau quadrilatére gauche tracé sur Q, pour aboutir à une 
nouvelle quadrique Q' (4-+1 paramètres nouveaux); cela posé un 
plan tangent « quelconque de Q, coupe la hiquadratique (Q, Q’) en 
4 points, dont nous prenons 3, A, B et C; les nouveaux plans tangents 
à Q, menés par BC, CA, AB se coupent, d’après la remarque de M. Rowe, 
en un point D qui appartient simultanément à Q ct Q’, donc situé aussi 
sur la biquadratique : on trouve donc æ&* tétraèdres T dont les sommets 
sont sur la courbe (Q, Q’) et dont les faces sont tangentes à Q, (‘). 
L'ensemble (Q,, Q, Q’) présenté ici fait jouer 19 paramètres; M. Gambier 


(*) Indiquons le nombre de paramètres mis en jeu par la donnée, dans l’ordre indiqué, 
des éléments suivants : d’abord un tétraèdre T (12), une biquadratique circonserite (8), une 
‘quadrique inscrite (5), soit un total (25) qui est le même que si l’on se donne d’abord une 
biquadratique (16), puis une quadrique (9). 

Maintenant un tétraèdre T (12), un nouveau tétraèdre T’ quelconque par rapport au pre- 
mier (12); la biquadratique circonscrite à T et T’ (0), une quadrique tangente aux 8 faces (1), 
total 25 exactement comme pour la donnée d’une biquadratique et d’une quadrique. On ne 
peut déduire de ces résultats si une biquadratique et une quadrique données a prior 
admettent un tétraédre de l'espèce en jeu ou deux. Une étude plus détaillée s’imposerait. 
En tout cas l’exemple donné dans le texte pour la biquadratique (Q, Q’) et la quadrique Q, 
admettant 22 tétraèdres montre qu’il y à au plus six conditions nécessaires et suffisantes 
pour qu'il existe une infinité de tétraèdres de l’espèce indiquée relatifs à une biquadratique 
et une quadrique. 


13% 25. 
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a montré dans le Mémoire déjà cité que Q et Q’ ne sont pas quelconques 
et ne font jouer que 17 paramètres, la quadrique Q,, pour un couple Q, 
Q’ déjà donné (satisfaisant à la relation convenable qui abaisse à 17 le 
nombre de paramètres nécessaires pour obtenir Q et Q’) dépendant de 
2 paramètres; dans la biquadratique (Q et Q’) existent deux séries +" 
de quadrilatères inscrits dont deux côtés opposés sont génératrices 
de Q, et les deux autres génératrices de Q’. 


12. Compléments divers. — 1° Considérons les deux quadriques 


(Q) a+ y?+ 3 — R— 0, 
(Q:) ae a 0 


La symétrie Ox (involution biaxiale d’axes Oz et la droite de l'infini 
du plan sOy) conserve QetQ, eta pour axes deux génératrices de Q,; 
nous sommes dans le cas signalé en note au paragraphe 5; l'équation 
en À du faisceau Q — AQ, — 0 est bicarrée; la racine A= e(e = +1) 
donne un cylindre à génératrices horizontales, parallèles à la bissec- 
trice x — cy — 0 des axes Ox, Oy de æOy; la racine À —eiR donne 
un cône ayant son sommet au point (0, o, ezR) de l’axe Oy. Le calcul 
relatif à la correspondance (A, «) donne 


CRE+ 1) [(hoto+ Wo0)*— (To + Pao)] = 0. 


Le facteur R? + 1 — 0 correspondrait au cas où Q et Q, auraient un 
quadrilatère commun (défini par æ?+ 1 = 0 ou y? + 1 = 0). Le facteur 
à conserver 4,To + VoY 0 — loto — W, 59 = 0 Montre que la correspon- 
dance (A, A,) ou (a, «,) se réduit à la symétrie Os. Si l’on cherchait 
les tétraédres inscrits dans Q, et circonserits à Q,, on retrouverait 
cette même symétrie Oz. 


2° On peut se demander quels théorèmes de géométrie plane corres- 
pondent à ceux que nous avons obtenus pour l’espace. 

Considérons dans le plan une congruence quadratique de cercles, 
c'est-à-dire oc? cercles tels que par deux points quelconques du plan 
passent deux de ces cercles; les cercles de rayon nul de ce système 
forment une famille simplement infinie dont les centres sont répartis 
sur une quartique bicirculaire. Dans le cas, et seulement dans le cas 
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où cette quartique dégénère en quatre droites isotropes AI, AJ, BI, BJ, 
en prenant trois quelconques de ces cercles ayant un point commun, 
les trois points résiduels d’intersection de ces 3 cercles sont sur un 
cercle de la famille. En effet, par inversion, ceci revient à considérer 
une sphère Q et les sections de cette sphère par des plans tangents à 
une quadrique Q, : le cas spécial envisagé est celui où Q et Q, ont 
4 génératrices communes; le cas général donne sur Q des cercles de 
rayon nul dont le centre est réparti sur la biquadratique (Q, Q,), quia, 
pour perspective stéréographique, une quartique bicirculaire. 


3° Dans le cas de deux quadriques Q, Q, quelconques faisons une 
perspective de la figure, à partir du sommet w, du tétraédre conjugué 
commun, sur la face opposée w,w,w, de ce tétraedre. La courbe B se 
projette suivant une conique C,; le contour apparent de Q, est une 
conique C,, celui de Q une conique C; C, C,, C, sont trois coniques 
d’un même faisceau linéaire ponctuel. La section de Q par le plan « 
tangent à Q, donne en perspective une conique y dont deux cordes 
communes avec C, sont tangentes à C, ; de plus y est bitangente à C : 
c’est déjà un théorème que les coniques Y définies par ces conditions en 
nombre égal à 4 dépendent de deux paramètres et ce résultat tient à ce 
que C, C,, C, appartiennent à un même faisceau linéaire ponctuel; les” 
coniques y qui passent en un point fixe mdu plan formentun système". 
A une conique y, donnée correspond un plan « tangent à Q,, puis un 
plan «, tangent à une quadrique Q, donc une conique y’ analogue à y 
mais relative à C, C, et C, où C; est le contour apparent de Q, (nous 
avons vu que Q' est une quadrique du faisceau ponctuel Q, Q,); à un 
point a choisi arbitrairement sur y correspondent æ' coniques du 
système y, passant en a, et l’on peut en choisir (d'une infinité simple 
de façons), trois, y,, Yi, 7) de façon que (y, 74)» (15, Yo» (as Vi) 
aient un de leurs points d’intersection, autre que a, situé en 4, c, 
ou d sur Yo. 


4° Nous devons indiquer comment on vérifie que l’équation formée 
pour une cubique gauche I’ et une quadrique Q est de degré 4. On a 
pris la cubique l,(æ=t, y=, 3 —t#); le cône S qui a son sommet 
en (¢, t?, *) et pour directrice F, a pour équation, quand on transporte 
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les axes en son sommet 
t#?X?— «XY + Y?— ZX — 0, 
de sorte que nous pouvons prendre pour ce cône ~ 
Aa, A9, PES Op B— D; B/=— 1, B’— —f, 
a—, (ad —2-— 5, aa BE, oo. 0 — 90. 
Nous allons former l’équation du cône S, (les axes étant encore 
transportés en 4, t”, CIWS : 
A,z?+ Ai y?+ Aj s?+ 2B, yz + 2B, 22+ 2Bi zy=o, 
et nous aurons à écrire l’équation 
(1) (2@a,+ 2a,— 26, — 2tb))?— 4A,(— A, + 3A) + 2tB,+ 4B) =o. 
Prenons l’équation de la quadrique Q 
(Q,) Az?+ A’y?+ A"s?+ 2Bys +2B':x 
+ 2B'"xy + 2Cx+2C'y + 2C’s + D=0. 


[Ayant écrit l’équation (1), il n’y a plus inconvénient à employer 
pour Q les lettres A,....] L’équation de S,, après transport des axes, 
est : 


(A@+ A+ A” t’+ 2Be+ 2B’ t+ 2B"! + 2Cét+ 2C’#+ 2C’#+ D) 
< (Az?+ A’y?+ A’s?+ aBys + 2B'2x + 2B" zy) — (Atx + A’Py + A" 
+ Bes + Byt?+ Ba + B'zt + B’ts + B’xt?+ Cx + C'y + C"s)?=0, 
de sorte que l’on a en posant 


P=A?*+ A’ti+...+D, 
(2) | a = B'#+ B't,+ At+C, 
a’ = B&+ A’? + B't+C’, 

a”"— A'6+ B+ Bt + C’, 
les équations 


(3) { A= AP — 2?, Ai, = A’P — 2’, A‘ = A*P —g"?. 
( B, = BP —a2’'a’, B= B’P— a” a, B" — B'P — aa’. 


Nous employons les notations usuelles 


a=A’A'—B,, ‘b—B'B'— AB... 


TETRAEDRES INSCRITS DANS UNE QUADRIQUE Q ET CIRCONSCRITS A Q,. 19) 

On trouve sans peine 

a, = A‘, A" — B2= P[aP — Ala”? = A'a+ 2Ba'a”], 

a, = P[a’P — Aa” — A"a?+ 2B’a"a], 

b, = P[6'P — Baa’ — Ba’ a" + A’ an" + B’a’?], 

bi = P[6"P — B’a’a"— Ba"a+ Aa" a + B'ax"?]. 
(5) A a | 
== P[AP—aœ—a'x?—a"x"— 2ba' a" — 2b'a"a — 2b"ax]. 


L’équation (1) peut donc être débarrassée du facteur 4P?, ensuite 


ona t 
AP — ac — a'ax?— a"x"?— 2baltx"— 2b'a"x — 2b"aa', 
As. Bo Boo Amar Duc, 
DD eee a de 1 NN bit 
pot Rt ne (PON RTO, IGN Hs 
oe at oP Ge TCG" 4D 


H étant le hessien de la quadrique Q,. L’équation (1) devient donc 
= (Pa, — tb + a,— b,)} — H(3@A) + 2tB,+ 4B,— A) — 0. 


Ce n’est plus qu’une question de patience de vérifier que les poly- 
is = tb’, _— b’ 9, 7 ' 1 ñ ¢ 
nomes ent, et 30? Al + 2tB,-+ 4B, — A‘ seréduisent 
le premier à un polynome en ¢ de-degré 2 et le second à un polynome 
de degré 4. 


SUR UN PARADOXE. 


Voici maintenant un paradoxe que nous a signalé M. Lebel et que, 
malgré sa simplicité, nous avons eu beaucoup de peine a lever. Soient 
une quadrique Q et un cône S ayant son sommet en A sur Q. Cherchons 
l’enveloppe des plans coupant Q suivant une conique q admettant 
oo! triangles inscrits dans g et circonscrits à la section s de S par le 
même plan. On trouve aisément une quadrique 2 inscrite dans le 
cône S. Si donc on imagine une quadrique Q, nouvelle inscrite dans S, 
pour obtenir les tétraedres de sommet A, de faces tangentes à Q,, on 
devra prendre les plans tangents communs à = et Q, comme plans 
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de la face « inconnue opposée à A; ces plans, en dehors de ceux 
communs à S et Q, qui ne conviennent pas, enveloppent un cône du 
second degré. Ceci est expliqué en supposant Q, quelconque. Suppo- 
sons Q, coincidant avec Z; on aura, pour le point A «? plans « et 
non o'; or, cect n'est possible que si Q et X ont quatre droites communes. 
C’est là que se présentent divers paradoxes : les équations de Q et X ne 
mani festent pas à première vue l'existence de 4 génératrices communes ; 
semble dépendre de 7 paramètres quand Q est donnée (2 pour la post- 
tion du point A, 5 ensuite pour le cône S), tandis que les quadriques & 
ayant avec Q 4 génératrices communes ne dépendent que de 5 para- 
mètres. Nous levons aisément les objections en remarquant que la 
proposition étudiée ici est la transformée par dualité du lemme initial 
de M. Rowe, transformée que nous avons d’ailleurs explicitée plus 
loin pour construire le point A, associé à A. Le plan tangent à Q en À 
coupe Q suivant deux génératrices Y,, Y:3 par Y, (ou Y,) menons les 
deux plans tangents à S, recoupant chacun Q suivant une génératrice 
nouvelle G,, Gi (ou G’,, G,); & contient G’, G', G,, G,. Si l’on prend 
sur Q un nouveau point A’, puis le cône circonscrit de A’ à & comme 
cône S’, le méme problème posé pour A’ et S' (au lieu de A et S) redonne 
la quadrique X, ce qui explique la présence apparente de deux para- 
mètres supplémentatres. 


NOTE COMPLÉMENTAIRE. 


Nous devons aussi indiquer une méthode un peu plus facile pour effectuer le 
calcul des pages 162-164. Il s'agit d'exprimer que le cône S, qui a pour sommet 
le point A(z,, 99. 3; fo) de la quadrique Q et pour base la conique section de 
Q par le plan a (do, %, w, hy) tangent à Q,, est capable de oo! trièdres circonscrits 
au cone S, de méme sommet A, circonscrit a la quadrique Q,. Cette relation a 
été obtenue en employant le faisceau ponctuel de cônes déterminé par S et S,; 
nous avons indiqué, page 156, que cette condition peut aussi se trouver au moyen 
du faisceau tangentiel de cônes déterminé encore par S et S, : nous allons former 
l'équation exprimant que l'un des cônes de ce faisceau tangentiel dégénére en 
deux droites. Pour cela remarquons que la conique (Q, a) a pour équation 
tangentielle (Q, a) 


(1) (+ 0? + + h*) (ug + 03 + w2 + A?) — (uu, + 69, + ww, + hh, = 0, 


ite NE DU 2 XP 
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et que la quadrique Q, a pour équation tangentielle Q, 
(2) | au? + by? + cw° + dh?— 0. 
Posons pour abréger 
Pe). 0. T= UU + PPo+ WW + hh, Fo UGt+ Vi + w2+ h2. 
L’équation tangentielle 
(4) (u?+ 97+ + h?)o,— 0? + p(au?+ be?+ cw?+ dh?)=0, 


représente des quadriques telles que les cônes qui leur sont circonscrits à partir 
d’un point quelconque forment un faisceau tangentiel; si ce point est A, on a le 
faisceau annoncé; mais alors, si p est tel que la quadrique (4) passe en A, le 
cône correspondant dégénère. Formons donc l'équation ponctuelle de cette 
quadrique (4) : on doit éliminer uw, », w, h, &, p entre les équations 


UTo— Clüo+ pau _ PTy—0Vo+ pb 


æ ve a ee 
(5) WO,— TW + pew  hoy—ch,t+pdh _ - 
= M tps un ——— t Er) did 


UUo + PPo + WH, + hh, — a — 0, UT + Py +w2z + ht—o. 


La première ligne permet d'exprimer u, ¢, w, h linéairement en p, a; portant 
dans les deux dernières, on a aussitôt par élimination de p, ¢ l'équation ponctuelle 
demandée, où nous remplacons x, y, 3, ¢ par 2, Yo: 30: to. On a ainsi 


eae ms el (as TE. NES 
< AE Be ) Bees cn 
En rendant entier, on a 


(7) 3+ bp) (ao+ cp) (o+ du) — #3 (oo+ cu) (+ du) 
— (+ bp) (a. + dp) — hi (oy+ bp) (a+ cp)]+... 
+ 24 Po Lo J o(Fo+ CH) (+ dp) +...—=0. 


Cette équation, de la forme Ap’?+ Bu?+ Cp + D—o, doit être telle que 
Bu? + Cu + D soit carré parfait. On trouve 


D=o3(x2+ yi+ 23+ 65) — oil + mi + hp) ep +...) + 99 (2 Mo Loy et ---) 


et tenant compte de 23+ y+ 55 + {3—0, on a aussitôt 


(8) D = 2 ( tg + Poot Wott Moto)? 
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On a ensuite 
C—02[r2(b + c+ d)+...]—o[23| (c+ d)o2 + (b+ d)wi+ (b+ c)hj}+...] 
+ o,[2(c + d) Ugh Ly Vot.--]. ‘ 


Dans le quotient C : a, le coefficient de x? est 


u2(b+c+d) + bei+ cew2+ dhi=(b+ce+d—a)uj, 


et l’on constate aussitôt que l’on a 
(9) CH= Gy ( Uy Xo + 090 + Wo Fo + Hoto)[(b+c+d—a)u;z, +... 
On a ensuite 
B= 24 {9,(be + cd + db) — vicd — we bd — hp bc} +...+ 2Uy%Xyyocd +... 
= 22 { u2(be + cd + db) + bei(c + d) + cw? (d+ b) + dh?(b+c)} +... 
+ 2g Poo oC +... 
En ordonnant autrement les termes, on a 
B= uj 2j(be + cd + db) +... 
+ auj{(c+d)yi+ (b+ d)sp+ (b+ c)Bl+...4+ 2g May yyocd+.... 
Or 
(e+ d)yj+ (6+ d)sj+ (b+ c)t? 
=(b+c+d)(yj+ 55+ 8) — by? — 32 — dt? 
=(a—b—c—d)zxj—[axi+ by? + c22 + dt? ]. 
On en déduit donc (puisque £2?— 0, Lau?= 0) 


(Go) B=ujzi[be + cd + db + a(a— b—c—ad)]+...4+ 2, Poy yyed + 


En écrivant l'équation : 
4 BD — C? 

Pe LR ee Un nn rein ES, (DE 
[9 ( ley Lo + Po Hq + My Sp + Lo t,)}? : 


on retrouve l'équation (11) donnée page 164, et les calculs employés avec cette 
nouvelle méthode sont un peu moins pénibles: nous avons d’autre part une 
vérification précieuse des résultats. 
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LES NOTIONS INFINITESIMALES DIRECTES 
DU PREMIER ORDRE 


t 
Par M. Jean MIRGUET. 


Introduction. 


Le présent Mémoire s’ajoute aux travaux déja consacrés par 
MM. G. Bouligand et G. Rabaté aux notions originelles de la Géomé- 
trie infinitésimale directe, travaux qui ont fait l’objet d’une synthèse 
récente ('). L’un des points originaux consiste dans le recours systé- 
matique A la considération de triplets obtenus en réunissant trois 
points quelconques (et, d’une maniere plus précise, trois points non 
alignés, donc déterminant un plan), points qui appartiennent à un 
ensemble ponctuel donné. Parallèlement à l'étude d’un ensemble par 
la collection infinie de ses cordes ou doublets et de leurs limites, qui 
conduit à définir le paratingent en un point d’accumulation (*), on 
conçoit l’utilité d’envisager un triplet non aligné qui détermine un 
plan; après avoir généralisé l’idée de tangente, il est bien naturel de 
chercher à généraliser celle de plan osculateur (°*). 

Examiner un triplet, c’est examiner simultanément trois cordes 
distinctes mais liées; ce nouvel effort d’attention devait permettre 
d'améliorer ou d’amplifier les résultats déjà acquis. M. Bouligand 


(1) G. BouuiGanD, /ntroduction à la Géométrie infinitésimale directe. Paris, Vuibert, 
1932. 
(2) Loc. cit., Chap. XL, p. el 19 72. 
(3) Loc. cit, p. 182, et G. BouLiGanp, Sur quelques points de méthodologie géomé- 
trique (Rev. gén. des Se., t. XLI, 1930, n°* 2, 12 et 21). 
Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fase. 3. 27 
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m’avait signalé certains problémes laissés sans réponse; je les al 
attaqués au moyen de la notion de triplet; j'en ai obtenu deux 
solutions proches parentes, quoique distinctes. 

Pour la commodité du lecteur, je donne à mon exposé un tour auto- 
nome; c’est pourquoi, le Chapitre premier s’ouvre par un rappel de 
définitions de base, présentées sous la forme qui m’a été la plus com- 
mode. Toute notion qui ne tend pas directement à la lecture de ce 
Mémoire, si intéressante qu’elle soit en elle-même, a été volontaire- 
ment sacrifiée et, de ce fait, les instruments principaux de la géomé- 
trie infinitésimale directe, le contingent et le paratingent, sont très 
nettement mis en relief. Je n’ai fait d’écart à cette règle d’élimination 
que pour divers sujets à propos desquels, même sur ce terrain d'ordre 
général, j'avais apporté quelques contributions personnelles : c’est 
ainsi que, dans ce Chapitre premier, je me suis étendu sur la conti- 
nuité du paratingent. M. Rabaté, dans sa Thèse, avait signalé cette 
continuité du paratingent pour les continus plans et pour les continus 
de l’espace aux points où ce paratingent n’a aucune droite commune 
avec un plan au moins, c’est-à-dire pour certains arcs simples de 
Jordan. La solution que j’indique est générale pour les ensembles 
bornés, fermés et bien enchainés au sens de Cantor; le processus fon- 
damental de ma démonstration rencontrait deux pierres d’achoppe- 
ment, que j'ai contournées, en créant la notion du point inévitable, 
lequel s’apparente à la coupure classique (qu’il admet, d’ailleurs, 
comme cas particulier) et en approfondissant la connexion locale. 
Quant au processus fondamental lui-même, il exigeait quelques pré- 
cisions sur les ensembles de droites qu’on peut dire bien enchainés; 
je me suis très strictement restreint à ce qui me paraissait essentiel, 
car la question est vaste et peut entrainer d'innombrables distinctions; 
j'ai renoncé à la traiter avec ampleur et même à signaler les résultats 
que je communiquais naguère à l'Académie des Sciences ('), comme 
réponse à un problèmé posé par M. Bouligand (*). On trouvera donc 


(1) J. Mincuer. Sur certains ensembles de droites (Comptes rendus, 196, 1933, p. 1067). 
Si autour d’un point d’une génératrice d'un de ces systèmes, l’ensemble a raison de sur- 
face, il est impossible qu'un autre point de cette mème génératrice soit point intérieur 
du système. 

(=) Bull. Soc. Roy. Sc. Licye, n° 12, 193%, p. 238-242. 


SUR LES NOTIONS INFINITESIMALES DIRECTES DU PREMIER ORDRE. 203 


seulement la définition des systèmes de demi-droites rayonnantes et 
de droites rayonnantes et celle des systèmes de cordes quelconques 
bien enchaïnées par alternance; ces notions sont nécessaires et suffi- 
santes pour définir et démontrer la continuité du paratingent. 

Dans ce même Chapitre premier, je traite, en passant, de la notion 
du paratingent mutuel de deux ensembles, qui m’a permis de retrouver 
très simplement certains théorèmes classiques d’inclusion relatifs au 
ptg du produit ou de la réunion et qui donne lieu à différents pro- 
blèmes. M. Eugène Blanc a trouvé de belles applications de cette notion 
nouvelle ('). Et, puisque je parle de M. Blanc, je mentionne encore 
les deux semi-continuités d’inclusion, inférieure et supérieure, dont 
la première a été rencontrée par cet auteur (7); j'ai l’occasion d’in- 
diquer, à propos du contingent d’une surface, le cas d’une relation 
intermédiaire entre la semi-continuité supérieure et la semi-continuité 
inférieure d’inclusion. 

Mon travail sur les triplets se rapportant aux surfaces, à la suite de 
la préparation éloignée que je viens de résumer, j’esquisse au Cha- 
pitre II une préparation prochaine; je délimite le terrain par la pré- 
sentation des orthocourbes et des orthosurfaces (appellation abrégée 
qui m’est commode pour désigner les courbes et les surfaces particu- 
lières qu’on peut définir, avec M. Bouligand, en appliquant les lemmes 
d’univocité relatifs au paratingent) et des divers problèmes généraux 
entrainés par ces notions précises. C’est dans ce Chapitre IJ que les 
triplets entrent en jeu par une théorie des pinceaux solides de cordes 
et un théorème d’aplatissement. Déjà cette théorie laisse deviner 
l'importance du cas particulier où le paratingent n'aura pas d’élément 
intérieur et, précisément, c’est dans ce cas particulier que l’on voit 
l'intérêt, que j'ai surtout dégagé, des triplets. Aussi, est-ce cette ques- 
tion qui fera l’objet des deux chapitres suivants. 

Le Chapitre III est, en somme, une réponse à une question posée 
par M. Bouligand, lequel avait montré — et je rétablis son résultat avec 
quelques variantes — la planéité du contingent pour les surfaces dont 


(') E. Buanc, Bull. Soc. Roy. Sc. Liége, nes 6-7, 1933. 

(2) E. Banc, Comptes rendus, 196, 1933, p. 600-602 et 1769-1771. Pour ee qui con- 
cerne la semi-continuité supérieure d’inclusion, étudiée dès l'origine par M. G. Bouligand, 
voir les références données au cours du Chapitre [, n° 6. 
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le paratingent ne présente pas d’élément intérieur ; si l’on pouvait 
démontrer la planéité du paratingent il y aurait coïncidence entre 
contingent et paratingent et de la semi-continuité de ce dernier résul- 
terait la semi-continuité du contingent, autrement dit la répartition 
continue du plan tangent. Telle était Vindication offerte par 
M. Bouligand, dès 1930, dans les Annales de la Société polonaise de 
Mathématiques ('). J'ai démontré la planéité du paratingent; j'en 
fournis deux démonstrations, qui utilisent l’une et l’autre ma théorie 
des triplets; la seconde en marque plus nettement l'avantage (*). 

Enfin, au Chapitre LV je reprends les triplets sous une autre forme. 
Le biparatingent est l’ensemble d’accumulation des plans des triplets 
non alignés dont les trois sommets tendent simultanément vers le 
point d’accumulation. Sous cette forme, le biparatingent est, à vrai 
dire, une source de difficultés; il ne suffit pas, en effet, d’éviter les 
triplets alignés (dont les limites ne comptent pas pour trouver le bipa- 
ratingent), il faut encore rejeter les triplets qui tendent a devenir trois 
points alignés. Cette nouvelle manière d’envisager l’aplatissement con- 
duit à un biparatingent réduit grace auquel on retrouve, avec une 
grande facilité, l’existence et la répartition eontinue du plan tangent. 
On utilise, entre autres, la réciprocité entre répartition continue du 
plan tangent et planéité du paratingent, réciprocité démontrée dès le 
Chapitre IIL. 

M. Georges Bouligand, dès qu'il connut mon désir de m’occuper de 
ces méthodes nouvelles, qui sont siennes, non seulement m’a autorisé 
à le faire, mais il a su me communiquer son enthousiasme et m'éclairer 
constamment de ses précieux conseils : je le prie de bien vouloir 
trouver ici une trop modeste expression de ma profonde gratitude. 

Je remercie vivement M. Émile Picard du très bienveillant accueil 
dont il a gratifié ce Mémoire. Je dois également la plus grande recon- 
naissance à M. Cartan pour l'intérêt qu’il a bien voulu porter à mon 
travail. Que MM. Denjoy et Valiron daignent accepter l'assurance de 
tout le gré que je leur sais de la sympathie qu’ils m’ont témoignée. 


(1) Tome X, 1930, p. 30-41. 
(*) Ces questions d'existence et de continuité du plan tangent ont préoccupé de nom- 
breux géomètres (Voir Vario, Bull. Soc. math., t. 54, 1926). 
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CHAPITRE I. 


CONTINGENT ET PARATINGENT. 


I. — Définitions diverses. 


4. Éléments d’accumulation. — Notation. — On désignera ci- 
dessous par Si une sphère de centre M et de rayon <; par E, les 
points de l’ensemble E situés dans ou sur S:. 


Point d’accumulation. — M est un point d’accumulation de E, si 
toute sphere de centre M contient, quel que soit son rayon, un point 
de E distinct de M. | 


Demi-droite d’accumulation. — Étant donnée une famille de demi- 
droites, issues d’un même point M, s’il existe des demi-droites de 
cette famille faisant avec une demi-droite MT un angle aussi petit 
qu’on veut sans coincider avec elle, MT est une demi-droite d’accu- 
mulation pour cette famille. 


Droite d’accumulation. — Une droite D, issue de M, est d’accumu- 
lation pour une famille de droites, rayonnant de M, s’il existe des 
droites de la famille faisant avec elle un angle aussi petit qu’on veut 


sans coincider avec elle. 

Une droite D issue de M est d’accumulation pour une famille de 
droites quelconques si, étant donné un angle arbitraire 9, toute 
sphère Si est coupée, quel que soit e, par une droite de la famille, 
distincte de D et faisant avec D un angle inférieur à 9. 

En ajoutant à une famille de demi-droites ou de droites ou en lui 
enlevant un nombre fini de demi-droites ou de droites, on ne modifie 
pas le système de ses éléments d’accumulation. 


2. Rappelons l’énoncé du théorème de Weierstrass-Bolzano : tout 
ensemble borné contenant une infinité de points admet au moins un 
point d’accumulation. | 

Corollaires de ce théorème. — 1. Toute famille de demi-droites rayon- 
nantes admet au moins une demi-droite d'accumulation. 

14 
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En effet, leurs intersections avec une sphére centrée sur le point de 
concours forment un ensemble infini borné; au point d’accumulation 
de Weierstrass-Bolzano de cet ensemble borné correspond une demi- 
droite d’accumulation de la famille de demi-droites. 

Il s’ensuit la même propriété pour une famille infinie de droites 
toutes issues d’un même point. 

Signalons encore cet autre corollaire : 


Il. Si toute sphère, centrée sur un point M, est coupée par une droite 
d'une famille infinie de droites, cette famille admet une droite d’accu- 
mulation passant par M. 


Il suffit de l’établir lorsque, par M, il ne passe qu’un nombre fini 
de droites de la famille, ou ce qui revient au même lorsque par ce 
point il ne passe aucune droite de la famille; menant alors par M les 
parallèles à une suite de droites de la famille dont les distances à M 
tendent vers zéro, on se ramène au cas ci-dessus. 

On peut noter aussi : 


III. Lorsque toute sphère arbitrairement petite de centre M et toute 
sphère arbitrairement petite de centre M’ sont coupées par une méme 


infinité de droites de la famille, la droite MM’ est une droite d’accu- 
mulation. 


3. Ensemble fermé. — Un ensemble ponctuel E est fermé si les 
points d’accumulation de E sont des points de E. Un ensemble A de 
demi-droites est fermé si ses demi-droites d’accumulation sont des 
demi-droites de A. Même définition pour les ensembles de droites. 
D'une manière générale la propriété d’être fermé est l'appartenance 
des éléments d’accumulation à l’ensemble. 

D'un ensemble fermé ou non, on déduit un second ensemble 
appelé sa fermeture, qui est la réunion de l’ensemble considéré et de 
ses éléments d’accumulation. Un ensemble fermé coincide avec son 
ensemble-fermeture. Un ensemble-fermeture n’a pas d’autre élément 
(accumulation que ceux de l’ensemble qu'il ferme : il est donc fermé. 


Corollaires de la propriété d'être fermé. — Un point A exclu d'un 


a 
" 
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ensemble ponctuel fermé E est le centre d’une sphère finie, vide de 


tout point de E. 

On appelle distance d’un ensemble E, à un energie E, la borne 
inférieure de la distance d’un point quelconque de E, à un point quel- 
conque de E,; en particulier, on appelle distance d’un point A à un 
ensemble E la borne inférieure des distances de A aux divers points 
de E. D'après ce qui précède, un point A exclu d’un ensemble ponc- 
tuel fermé E est à une distance positive de E. 

Une demi-droite issue de A exclue d’un ensemble fermé A de demi- 
droites issues de A est le demi-axe d’un demi-cône de révolution de 
sommet A dont aucune demi-droite intérieure issue de A n'appartient 


a A. Par analogie avec la distance ponctuelle, on peut dire qu’une 


telle demi-droite est à une distance angulaire positive de A. 

De méme, une droite exclue d’une famille fermée D de droites 
rayonnantes est l’axe d’un cône de révolution vide de droites de D. 
(Corollaires analogues pour toute exclusion d’un ensemble fermé.) 


4. Demi-tangentes. — Une demi-droite MT, issue d’un point 
d’accumulation M de E, est une demi-tangente de E en M, si, étant 
donné un angle arbitraire 9, il existe dans toute sphère S\, quel que 
soit €, un point À de E rer de M, tel UT les demi-droites MA 
et MT fassent un angle inférieur à 0. 


Contingent (en abrégé ctg). — Le ctg est l’ensemble des demi-tan- 
gentes de E en M. 


Le contingent est fermé. — Si une demi-droite Mz est d’accumula- 
tion pour les demi-tangentes MT; de E en M, étant donné un angle 
arbitraire 20, il existe : 1° une demi-tangente MT, faisant avec Mz un 
angle inférieur à 0; 2° dans toute sphère S,, un point A de E tel que 
les demi-droites MA et MT, fassent un angle inférieur à 0. Par suite, 
MA fait avec Mz un angle inférieur à 20. Donc M< est une demi-tan- 
gente de E en M et le ctg est fermé. 


5. Paratingentes. — Une droite D'MD passant par le point d’accu- 
mulation M de E est une paratingente de E en M si, étant donné 
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un angle arbitraire 0, il existe dans toute sphère Sy une corde AB de E 
faisant avec D'MD un angle inférieur à 9. 


Paratingent (ptg). — Le ptg est l’ensemble des paratingentes de E 
en M. 


Le paratingent est fermé. — Si une droite A’MA est d’accumulation 
pour les paratingentes de E en M, étant donné un angle arbitraire 20, 
il existe : 1° une paratingente D'MD faisant avec A’MA un angle infé- 
rieur à 0; 2° dans toute Si, une corde faisant avec D'MD un angle 
inférieur à 0 et, par suite, avec A’MA un angle inférieur à 20. Donc 
A'MA est paratingente et le ptg est fermé. 


La droite qui porte une demi-tangente est une paratingente. — 
Soit MT une demi-tangente de E en M; étant donné un angle arbi- 
traire 20, il existe, dans toute Sy, un point A tel que l’angle de MT et 
de MA soit inférieur à 0; on peut de même choisir 7 assez petit pour 
qu’une corde de E., dont A est une extrémité et dont l’autre extrémité 
est dans Si, fasse avec MA un angle inférieur à 9. Cette même corde 
(intérieure à Si) fait avec MT un angle inférieur à 20. Donc, la droite 
qui porte MT est paratingente. 


6. Droites d'accumulation des paratingentes au voisinage de M ('). 
— Une droite A’MA issue du point d’accumulation M, qui est droite 
d’accumulation pour les paratingentes de E au voisinage de M, est 
paratingente de E en M. . 

En effet, puisque A’MA est d’accumulation pour les paratingentes 
situées au voisinage de M, étant donné un angle arbitraire 29, toute S;, 
est coupée par une paratingente à au point P, intérieur à Sg, faisant 
avec A’MA un angle inférieur à 9; toute sphère de centre P, intérieure 
à S\, contient une corde faisant avec © un angle inférieur à 4; cette 
corde fait avec A’MA un angle inférieur à 20 et elle est intérieure à Si. 
Donc, étant donné un angle 20, il existe, dans touteS;, une corde faisant 
avec A’MA un angle inférieur à 20; donc A’MA est paratingente en M. 
A PR TT ELA PT LU A UE 0 D 

(1) G. Bouttgann, Introd. à la Géométrie Infi. Dir. (S T7, p. 73); Voir aussi : Sur 
Vulée L'ensemble d'accumulation (Enseignement mathématique, t. 29, 1931, p. 246); 


Sur la semi-continuité (inclusion et quelques sujets connexes (Ibid., t. 34, 1932, p. 6), 
vl Eug. BLANC, Comptes rendus, 196, 1933, p. 600. 
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Cette propriété est un cas particulier de semi-continuité supérieure 
d’inclusion (S. C. I. ). Étant donnée une collection d’objets de même 
nature attachés à un point variable M;, les limites de ces objets, 
quand M; tend vers M de toutes les maniéres possibles, constituent, 
d’après une locution empruntée par M. Eugène Blanc à M. Bouligand (‘), 
l'accumulatif de la collection en M (ici, la collection est l’ensemble 
des paratingentes au point d’accumulation M; voisin de M; les limites 
de ces paratingentes sont des droites telles que A’MA). Si la collection 
d'objets relative à M lui-même contient l’accumulatif en M, on dit 
que la collection jouit de la semi-continutité supérieure d’inclusion en M 
(c’est le cas ici, puisque l’ensemble des droites limites telles que 
A’M A appartient au ptg en M). 

Si, par contre, l’accumulatif en M contenait la collection relative 
à M, on aurait en M la semi-continuité inférieure d’inclusion (S. C.I. ). 


I] peut arriver encore que l’accumulatif en M coincide avec la collec- 
tion en M (?). 

Au lieu d’une collection d’objets attachés à un point variable M;, on 
peut considérer une collection attachée à un autre élément variable, 
par exemple une collection de droites issues d’un point fixe et situées 
dans un même plan variable P;. Si le plan P; s'approche de toutes les 
manières possibles d’une position P,, la collection des droites admet 
un accumulatif dans P,; la comparaison de cet accumulatif et de la 
collection particulière relative à P, donne lieu à deux espèces de semi- 
continuité d’inclusion : supérieure et inférieure, avec le cas intermé- 
diaire de la coincidence (dont la possibilité sera montrée incidemment 
au n° 22). 

| II. — Continuité. Connexion locale. Coupure. 

7. Ensemble ponctuel borné, bien enchaîné, fermé. — Un ensemble 


ponctuel borné (c’est-à-dire intérieur à une sphère) est bien enchainé 
entre deux de ses points A et B, s’il est possible de trouver, quel que 


(1) Comptes rendus (loc. cit.). éd 
(2) D’autres notions de semi-continuité peuvent être rattachées à la considération 
d’ensembles substitués à l’accumulatif. Cf. Eugène BLanc, Sur la structure de certaines 
lois générales régissant des correspondances multiformes (Comptes rendus, t. 196, 
juin 1933, p. 1769-1771). Mais ces notions minterviendront pas ici. 
Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fasc. 3. 28 
14% 


210 JEAN MIRGUET. 


soit le nombre A, une suite de points de l’ensemble dont le premier 
soit A, le dernier B et tels que la distance de deux points consécutifs 
de la suite soit, au plus, A. Si cet ensemble borné est bien enchainé 
relativement a tout couple de ses points, il sera dit ‘bien enchainé (sans 
plus). Une telle suite de points sera dite une chaîne AB relative à À. 

Un ensemble ponctuel borné, bien enchainé, qui est, de plus, fermé, 
est dit continu. 


8. Connexion locale en un point M d'un continu K. — Il ya connexion 
locale en M si, à toute sphère S;, correspond une seconde sphère plus 
petite Si, telle que tout point M de K intérieur à Sj se joigne à M par des 
chainesrelatives aun nombre quelconque, entièrement intérieures a Sy. 

Nous aurons àraisonner sur certains continus K localement connexes 
ou non en leurs divers points; en vue de ces raisonnements, nous 
allons établir l’important lemme suivant : 


Lemme. — En tout point P d’un continu K (localement connexe ou non 
en P), on peut prendre ¢ assez petit pour que tout point de K intérieur 
aS} se joigne à au moins un point de K situé surS; par des chaînes rela- 
tives à un nombre quelconque contenues dans $;. 


Il suffit de choisir ¢ assez petit pour que le continu K présente un 
point A à l'extérieur de S;. En effet, soit B un point de K, distinct 
de P, et intérieur à Sj. Les chaines AB relatives à un nombre arbi- 
traire 2" ont au moins un sommet qui se trouve à une distance de la 
surface de S} au plus égale à n. Soit %,, l’ensemble des points de la 
surface de S; situés à une distance au plus égale à n d’une quelconque 
des chaines relatives à 2y établies entre A et B sur K. Quand n tend 
vers zéro, l'inégalité n > 7’ entraine V,, > ¥.,,, et les points de %,, 
le produit des fermetures des Ÿ,,, sont des points d’accumulation 
de K situés sur S;; ce sont, par suite, des points de K et le point B est 
lié à au moins un point de Ÿ, par des chaines relatives à tout nombre, 
si petit qu'il soit, les dites chaînes étant, d'après la définition de %,, 
entièrement intérieures à Si. Gi QE Da (')y 


(1) On peut rechercher des structures du contingent ou du paratingent en M suffisantes 
pour assurer la connexion locale de K en M; « étant donné, le défaut de connexion locale 
en M permet d'affirmer qu'un point de K, situé dans une S% arbitrairement petite, ne 


étage 
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9. Point inévitable, coupure. — Soient un point A, un continu K et 
deux points B et C de ce continu; nous dirons que A est inévitable 
entre B et C sur le continu sz la borne supérieure des distances de A aux 
chaines BC relatives à € tend vers zéro avec 2. 

A tout nombre p correspond un nombre € tel que toute chaîne BC 
relative à e présente un point au moins à l’intérieur de S£; donc A est 
un point d’accumulation de K et comme K (continu) est fermé, 
A appartient à K; d’où cette conclusion : tout point inévitable entre 
deux points d’un continu appartient à ce continu. 

La notion de point inévitable comprend, comme cas particulier, celle 
de coupure : un point A d’un continu K le coupe entre B et C, si (K — A) 
est la somme de deux ensembles sans jonction ('), l’un contenant B, 
l’autre C. Donc, une coupure est nécessairement un point inévitable; 
par contre, les continus de condensation offrentde faciles exemples de 
points qui sont inévitables sans être points de coupure (?). 

Si A est inévitable entre B et C sur K, B peut, en même temps, être 
inévitable entre A et C; il suffit, pour le prouver, de citer l’exemple 


peut se joindre à M par des ehaines relatives à des nombres arbitrairement petits sans . 
que ces chaines atteignent des points de K situés hors de la S£ donnée; par une démons- 


tration analogue à celle donnée ci-dessus pour le lemme, ‘on voit que tout plan séparant 
un de ces derniers points et S§ contient au moins deux points de K, c'est-à-dire une 
corde de K; il y a donc une infinité de paratingentes en M. Par voie de réciprocité, 
l’unicité de paratingente (il ne peut pas y en avoir un nombre fini différent de un) est 
done une condition suffisante de connexion locale. Il n’en est pas de même, en revanche, 
de l’unicité de demi-tangente; exemple : soit, dans un plan, deux axes de coordonnées 
rectangulaires Ox, Oy et un quart de cercle A, M tangent à Oren M(+1, 0) el à O7 en Ay 
(o, +1); soit, sur Oy, les points A, définis par OA, = n—1; à chaque A, d'indice pair 
faisons correspondre le point B, du quart de cercle, de même ordonnée. Joignons chaque 
point A>»+1 d'indice impair aux points By, et B:»,2; à l’ensemble de ces segments de 
jonetion réunissons le segment OM; l’ensemble total obtenu n’a qu’une demi-tangente 
en M et ne jouit pas de la connexion locale en M. 

(1) La jonction de deux ensembles est la somme de leur produit et des points d’accu- 
mulation de l’un situés sur l’autre. 

(2) J'avais tout d’abord songé à conserver pour les points inévitables l'appellation cou- 
pure prise en un sens général. M. Lucien Chamard m’a fait remarquer que la valeur 
intuitive de la coupure (répartition en deux ensembles) ne convient pas, en général, aux 
points inévitables et qu’une désignation nouvelle s’imposait. Je profite de cette occasion 
pour remercier ce condisciple qui a bien voulu relire mon texte et me faire profiter de ses 

observations très judicieuses. 
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d'une spirale partant de l’origine des coordonnées, restant intérieure 
au cercle de rayon un, centré sur cette origine, et devenant asymptote 
à ce cercle; réunissons cette spirale, l’origine et les points de la cir- 
conférence du cercle; tout point de cette circonférence est inévitable, 
sur l’ensemble ainsi obtenu, entre l’origine et n’importe quel autre 
point de la circonférence; ce dernier, à son tour, est inévitable entre 
l'origine et le premier point envisagé. 


10. Point inévitable et connexion. -- Nous allons démontrer le théo- 
rème suivant : Sz A est inévitable sur K entre Bet C et st, en méme temps, 
B est inévitable sur K entre A et C, le continu K n'est localement connexe 
nien A, nienB. 

En effet, soit A(¢) la borne supérieure des distances de B aux 
chaines AC relatives à une longueur +. Supposons que le continu K 
jouisse en A de la connexion locale : à toute sphère Si correspond une 
sphère plus petite Si telle que tout point K intérieur à S? se joigne 
à A par des chaines relatives à un nombre arbitraire entièrement inté- 
rieures à Si. En suivant point par point depuis C une chaîne AC, rela- 
tive à ©, on ne peut s'approcher de A à moins de n sans s’être approché 
auparavant de B à une distance au plus égale à A(¢) : car, si cette 
chaîne AC, relative à 9, avait un point M dans Sf, avant de s’étre 
approché de B de moins de A(¢), ce point M se joindrait à A par une 
chaine, relative à un nombre arbitraire, entièrement intérieure à S; 
et il y aurait ainsi une chaine AC relative à © dont la distance à B 
serait supérieure à A(¢). Donc cette chaîne AC, relative à ®, présente, 
à partir de C, un point dans ou sur Sj avant d’avoir un point dans ou sur 
Si; soit M le premier point de cette chaine, à partir de C, situé dans 
ou sur Sj; tous les points de cette chaine depuis C jusqu’à M, 
auxquels on adjoint le point B constituent une chaine CB relative 
à (9). Or, tout ceci reste vrai pour le méme nombre x, si petit que 
soit & et, par suite, A(¢). 

Donc, si K jouissait en A de la connexion locale, il y aurait des 
chaines CB relatives à un nombre arbitrairement petit, toutes exté- 
rieures à la sphère fixe S{; donc A ne serait pas inévitable sur K 
entre B et C, ce qui est contraire à l'hypothèse primitive. 


11. Continuité de certaines familles de droites, de demi-droites et 
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de segments de droites. — En ce qui concerne cette question, nous 
aurons en vue ce qui est nécessaire pour définir la continuité du ptg 
et démontrer cette continuité du ptg en chaque point d’un continu de 
l’espace. | 

Une famille de demi-droites, issues d’un même point, est bien 
enchainée relativement à deux d’entre elles D, et D, si, étant donné 
un angle 9, arbitrairement petit, il est possible de trouver une suite de 
demi-droites de la famille, dont la première soit D,, la dernière D, et 
telle que l’angle de deux demi-droites consécutives soit au plus égal 
à 0. Une famille fermée de demi-droites rayonnantes, bien enchainées 
relativement à deux quelconques d’entre elles, sera dite continue. 

Il revient au même de considérer les intersections des demi-droites 
de la famille avec une sphère centrée sur le point de concours des 
demi-droites et de dire que cette famille de demi-droites est fermée, 
bien enchainée..., si l’ensemble ponctuel des intersections est fermé, 
bien enchainé... Une famille de droite issues d’un même point O sera 
bien enchainée entre deux de ses éléments, si l’on peut prélever, sur 
chacune de ces droites, une demi-droite limitée à O de telle sorte que 
la famille de demi-droites ainsi obtenue soit elle-mème bien enchainée. 

Une famille de segments de droites, limités à un même point O, est, 
de même, bien enchainée, si la famille des demi-droites issues de O et 
dont chacune porte un des segments est elle-même bien enchainée. 

Enfin une famille quelconque de segments rectilignes de l’espace 
sera dite bien enchainée par alternance (') entre deux d’entre eux AB 
et CD si, étant donné un angle arbitraire 9, il est possible de trouver 
une suite de segments de la famille dont le premier soit AB, le der- 
nier CD et telle que deux segments consécutifs : 


1° Aient une extrémité commune; 

2° Fassent entre eux un angle au plus égal à 0. 

12. Utilisant ces définitions, nous allons maintenant établir trois 
lemmes relatifs aux cordes d’un continu. 


Lemme I. — Étant donnés un continu K et un point A non situé sur K, 


(!) Nous employons ce terme pour marquer la distinetion avec la locution dren 
enchainée par rayonnement, que nous réservons pour le eas de droites concourantes. 
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la famille X des segments de droites limités à A d’une part et à un point 
de K d'autre part forment une famille bien enchainée de segments 
rayonnants de À. À 


Soient a la distance de A au continu K; 0 un angle arbitraire; B et C 
deux points choisis arbitrairement sur K; établissons sur K une chaine 


BM,M, ... MM... M,C 


relative à « sin0; tout angle M;AM;,, sera, quel que soit z, inférieur à 0. 
Donc, comme B, C et 8 sont arbitraires, cette famille Z de segments 
rayonnants est bien enchainée. 


Lenme II. — Étant donné, sur un continu K, un point A qui n'est pas 
inévitable sur K entre deux points B et C de K, la famulle des cordes 
de K issues de A est bien enchainée entre AB et AC. 


Puisque A n’est pas inévitable sur K entre B et C, on peut fixer un 
nombre À tel qu’il y ait des chaînes BC relatives à un nombre arbitrai- 
rement petit dont la distance à A soit supérieure à À; étant donné un 
angle arbitrairement petit 9, on construira une chaine ponctuelle BC 
relative à Asin6, dont la distance à A soit supérieure à A; les cordes 
limitées à A et à cette chaine forment une famille bien enchainée de 
segments rayonnants relative à l’angle 0, entre AB et AC. 


Lemme III. — Étant donné un potnt À inévitable entre B et C sur K la 
famille des cordes de K est bien enchainée soit par rayonnement, soit par 
alternance entre AB et AC. 


La démonstration devra tenir compte des circonstances que nous 
avons reconnues possibles au n°9; nous distinguerons donc deux cas: 


Premier cas. — À est inévitable sur K entre B et C et, en même 
temps, B est inévitable sur K entre A et C. 

Nous allons établir une chaîne de cordes de K, rayonnant de A, 
relatives à l'angle arbitraire 0, entre AB et AC : une chaine ponc- 
tuelle CA relative à un nombre ¢, avant d’avoir, après son départ de C, 


un point dans ou sur la sphère de centre A et de rayon TL 
sin 


ry 
% 
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s'approche de B d'une quantité qui est d’autant plus petite que € est 


plus petit car la partie de cette chaîne depuis C jusqu’à son premier 


point situé dans ou sur SE” constitue, après réunion au seul point À, 


une chaine CA relative à ang’ Choisissons « assez petit pour que toute 
ne CA ait un point dans ou sur S4?*"° avant d’en avoir un dans ou 


sur gino, ce qui est possible puisque ABsin8 est indépendant dee. Soit D 
le premier point de cette chaine CA, à partir de C, situé dans ou 
sur Si"*"°; construisons les cordes de l’ensemble qui joignent A à C, 
à D et à tous les points de cette chaîne CA intermédiaires à C et a D; 
puisque ces points forment une ue ponctuelle relative à € et sont 


à une distance de A supérieure à —— les cordes ainsi obtenues cons- 


tituent une chaîne de segments erie de A relative 46; quant à 
langle DAB il est évidemment au plus égal à 0 puisque BD <ABsin0. 
Donc, cette suite de segments rayonnants est bien la chaîne relative à 0 
entre AC et AB que nous avions annoncée. 


Deuxième cas. — A est inévitable entre B et C mais B n’est pas mé- 
vitable entre A et C, ni C entre A et B. 

Étant donné un angle arbitraire 0, on établira, conformément aux 
procédés du lemme II, une chaine relative à 0 de segments rayonnants 
de B entre BA et BC; puis, par le même procédé, une chaîne relative 
à 0 de segments rayonnants de C entre CB et CA. La réunion de ces 
deux chaînes est une chaîne par alternance relative à 0 entre AB 
et AC. 


13. Continuité du ptg d'un continu de l'espace. — Soient A, et A, 
deux paratingentes d’un continu Ken M, nous allons tout d’abord établir 
qu’étant donné un angle arbitraire 0, il existe parmi les cordes de K 
intérieures à Si ( arbitraire) une chaîne de cordes par alternance 
relative à 0 dont la première fait avec A,, la dernière fait avec A,, des 
angles au plus égaux à 0. 

En effet, « étant donné, construisons la sphère S$"°. Dans cette der- 
niére, choisissons une corde AB faisant avec A, un angle inférieur à 0 
et une corde CD faisant avec A, un angle inférieur à 9. On sait, d’après 
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le lemme établi au n° 8, que A et D sont reliés continüment avec des 
points de K situés sur Sy (il suffit, à cette fin, de choisir < assez petit). 
Soient P un point situé sur Sj, et lié continûment sur K avec A, et Q 
un point situé sur Sy et lié contindment sur K avec D, les chaines 
assurant ces relations continues étant entièrement intérieures à Sy. 

Les lemmes du n° 12 nous apprennent qu’on peut établir des 
chaînes de cordes (par rayonnement ou par alternance) entre BA 
et BC, relatives à 0; en effet, cette chaine est évidente entre BA et BP 
(lemme II) si B n’est pas inévitable relativement aux chaînes ponc- 
tuelles intrasphériques qui relient A à P ; si, au contraire, B est inévi- 
table relativement à ces chaines, on voit qu’il y a des chaînes ponctuelles 
intrasphériques relatives à un nombre arbitraire entre B et P et, dès 
lors, on peut appliquer soit le lemme II, soit le lemme III (1 cas), 
entre AB et AP. Donc, on peut passer de AB soit à BP soit à AP; alors, 
puisque AB et CD sont dans S;"*° et puisque P et Q sont situés sur Sy, 
les angles ABP, BPD et APD sont inférieurs a @ et l’on atteint PD 
toujours sans dépasser le nombre 0. En partant, ensuite, de PD, on 
peut, toujours en conservant 0, et en distinguant le cas où D est inévi- 
table relativement aux chaines intrasphériques qui relient A à P, passer 
de PD à AD. La moitié logique du passage de AB à CD est, alors, 
effectuée; la seconde moitié n’offre aucune difficulté nouvelle; donc, 
la chaine par alternance entre AB et CD est établie. 


Tuéorème. — Le ptg de K en M est continu ('). 


Nous allons montrer qu'il est toujours possible d’établir entre deux 
paratingentes quelconques en M, A, et A, des chaines rayonnantes 
relatives à un angle 0 arbitrairement petit. Menons par M les paral- 
léles x; à toutes les cordes de K contenues dans Sj; d’après ce n° 13 
actuel, cette famille de parallèles z., après réunion à A, et A., est, quel 
que soit <, bien enchainée entre A, et A,. Or, d'après la définition 
même du ptg, on peut choisir ¢ assez petit pour que toute parallèle x. 
soit à une distance angulaire, inférieure à un angle donné 4, d'au 
moins une paratingente; par suite, à une chaine relative à 9, établie 


——2———————————————— >: nk a 


(*) Dans la Thèse de M. Rabaté (Toulouse, 1931) la continuité du ptg était résolue 


pour les continus plans et pour les continus spatiaux dont le ptg est privé de tout 
un plan. 


mn 
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entre A, et A,, parmi les parallèles z., dans la famille bien enchainée 
A, A+ ñ, répond une chaîne relative à © + 24 établie, parmi les 
paratingentes entre A, et A,. Il suffit donc de faire, pour © et , des 
choix qui respectent l'inégalité 9 + 24 < 0 pour avoir, parmi les para- 
tingentes, la chaine demandée relative à 0. Donc, les paratingentes 
en M forment une famille de droites rayonnantes bien enchainée et, 
comme le ptg est fermé, on voit qu’il est continu. 


III. © Le paratingent mutuel (1). 


14. Définition. — Le ptg mutuel de E, et de E, (en abrégé ptg E, |E,) 
en un point d’accumulation commun de ces deux ensembles est la 
réunion des droites qui sont limites des directions des cordes 
de E, + E, dont une extrémité est sur E,, l’autre sur E, et tendent 
simultanément vers le point d’accumulation commun. 

On peut donc écrire : 


(1) ptg(E,+ E,) = ptgE, + ptgE, + ptg (E,|E,), 


15. Opérations sur le ptg mutuel. — a. Généralisation de l’éga- 
lité (1) pour n ensembles : nous allons démontrer la formule 


(2) pe( DE )-> ptit Ÿ ptg (Exj E)), 
1 Cat ij 


ou les > et D sont des réunions et où z et 7 prennent toutes les 
i ij 
valeurs possibles de 1 à n. 
Supposons, en effet, cette formule (2) vraie pour n — 1; écrivons 


CURE nt 


ptg de )= ne D E+E |, 
1 


c= 


(1) Cf. J. Mineuer, Quelques nouvelles notions infinitésimales directes (Rendic. det 
Lincei, Chap. XV, mars 1932, p. 429-431). 
Ann. Éc. Norm., (3), LI. — Fasc. 3. 20 
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et appliquons (1) au second membre; il vient : 


n—1 n—1 


ptg ye, = ptg >) E+ ptgEn+ pts E.| SE 
1 1 1 d 


Puisque nous supposons la formule (2) vraie pour n —1, le nouveau 
second membre peut s’écrire : 


n n—) é=n—1,j=n—-1 n—1 
ref ME )=Ypse+ D  pe(ElE)+peE,+ pls E,| dE 
1 1 f= i= 1 
Or, | 
n—1 % —h— 
pts E, dE == a} pte(E, E;), 


FES | 


ce qui prouve que (2) est vraie pour 7. 


b. Réunissons membre à membre les trois développements suivants 
de nt (E, 5 4 ere E; ) : 

ptg(E, + EF, + E,)= ptg(E, + E,) + ptgE,+ ptg (E, | E,) + ptg (EF, | E,). 

‘ptg(E, + E,+ E,)= ptg(E, + E,) + ptgE,+ ptg(E.| E,) + ptg(E,! E,), 

ptg(E, + E,+ E;)= ptg(E,+ E,) + ptgE,+ ptg (EE) + ptg (FE, | E,). 


Au second membre de la formule de réunion, les trois ptg propres 
sont sous-ensembles des ptg de réunions deux à deux; il en est de 
même des trois ptg mutuels; il reste donc, finalement, la formule de 
M. Bouligand : 


(3) ptg(E, + F,+ E,)= pte(FE, + E,) + ptg(E,+ E,) + ptg(E,+ E,). 


Cette formule (3) et le procédé utilisé ici pour l’établir se généra- 
lisent facilement pour les ptg de rang supérieur. 

On appelle ptg de rang n, en un point d’accumulation, la réunion 
des droites qui sont limites des ensembles alignés de n +1 points 
de l’ensemble tendant simultanément vers le point d’accumulation en 
restant alignés; le ptg d’ordre n de E est désigné ci-dessous par ptg, E. 
On obtient facilement la généralisation annoncée : le ptg, d’une réunion 


de n+ 2 ensembles est la réunion des n+ 2 ptg, des réunions de ces 
n + 2ensemblesn+1an-+1. 


xt DR Le 


ay 
\ 
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c. De la formule (2) on déduit : 
pte( > Bi) > >) pts Ey 


traduction du théorème connu sur l’inclusion de la réunion des ptg 
dans le ptg de la réunion. De même, multiplions membre à membre 
les deux formules 


ptg(E, + E,) = ptgE, + ptg E, + ptg (E, | E.). 
ptg(E,+ E,) = ptgE, + ptg E,+ ptg(E, | E,)- 


Nous obtenons 
ptg(E, + E,) ptg(E, + E,)> ptgE,, 


traduction du théoréme connu : le ptg du produit est contenu dans le 
produit des ptg. Et, ces nouvelles formules d’inclusion se généra- 
lisent elles aussi pour les ptg de rang supérieur. 


16. Propriétés du ptg mutuel. — a. Le ptg(E,|E,) englobe évi- 
demment le ptg du produit E, E,. D'autre part, le ptg (E, |E,) englobe les 
droites qui portent ctg (E, + E, ); en effet, parmi les cordes mutuelles 
de E, et E, dont une extrémité est un point A de E,, il y en a une infi- 
nité dont la seconde extrémité est un point de E, aussi voisin qu’on 
veut du point d’accumulation commun M et dont, par suite, la direc- 
tion diffère aussi peu qu'on veut de MA : toute demi-tangente de E, 
est donc limite de cordes mutuelles. 

De mème pour E,. Donc ptg (E,|E,) englobe les demi-tangentes 
propres de E, et E, ; il englobe donc ctg (E, re E,) puisque 


ctgE, + ctgE,—ctg(E, +E.). 


b. pig (E, |E:) jouit de la S. C. I supérieure sur E,E,. Soient O,, 
O,, ..., 0;, ... une suite de points de EE, admettant pour limite 
le point O de E’E, ; quand 0; s'approche indéfiniment de O, toute 
limite OA de paratingente mutuelle Q;A; est paratingente mutuelle 
en O : en effet, dans la sphère $°, on peut trouver, quel que soit €, 
un point O; où une paratingente mutuelle (A; fait avec OA un angle 
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inférieur à un angle « donné; il existe, de plus, une aphene Si entié- 
rement intérieure à S£ où une corde mutuelle fait avec O;A; un angle 
inférieur à et, par suite, avec OA un angle inférieur à 2a. Donc OA 
est limite de cordes mutuelles. 


17. Problème relatif au ptg mutuel. — I. Étant donnés deux 
ensembles E, et E, admettant un point d’accumulation commun M, déter- 
miner leur ptg mutuel en M. 


Ce problème général est, évidemment, très indéterminé ; nous nous 
proposons seulement de donner certaines indications simples. On 
appelle branche en M un ensemble ponctuel présentant en M une seule 
demi-tangente; une branche de E, sera une suite de points choisis 
sur E,, qui admettent M comme point d’accumulation et qui présentent 
en M une seule demi-tangente. 

Soient E,; et E,; deux branches de E, et E, respectivement. Le 
ptg (E,;| E,;) faitévidemment partie du ptg(E, | E; ); l'étude de tous les 
ptg (E,;| E,;) possibles peut faciliter celle du ptg (Ei | 

Voici quelques remarques communes : 


1° Supposons que les demi-tangentes, MT, et MT., de E,; et E,; ne 
soient pas situées sur la même droite; étudions la limite d’une corde 
mutuelle de E,; et E,; dont les extrémités A et B tendent simultané- 
ment vers M : quelle que soit la manière relative dont A et B tendent 
vers M, il est évident que le plan AMB est de plus en plus voisin 
de T, MT... Donc, la limite de AB est dans T, MT,. 

2° Supposons que les demi-tangentes, MT, et MT,, de E,; et E;, 
soient situées sur la même droite, mais opposées : quand les extré- 
mités A et B de la corde mutuelle AB tendent simultanément vers M, 
AB est de plus en plus voisine de la droite qui porte les deux demi- 
tangentes; le ptg mutuel de E,; et E,; se réduit donc à cette droite. 

3° Si les demi-tangentes MT, et MT, sont confondues, on ne peut 
rien dire d’absolument général. Citons, cependant, les observations 
suivantes relatives au cas de symétrie de E,; et E,; par rapport à un 
plan P passant par M : soient, au voisinage dé M, A, un point de E,; 
et B, un point de K,;; le symétrique B, de B, par rapport à P est 
sur E,; et le symétrique A, de A, par rapport à P est surE,,. A la corde 


SUR LES NOTIONS INFINITÉSIMALES DIRECTES DU PREMIER ORDRE. 221 


mutuelle A, B, correspondent donc une seconde corde mutuelle A,B, 
et deux cordes propres A,B, et A,B. Inversement, à une corde 
propre donnée A,B, correspondent une deuxième corde propre A,B, 
et deux cordes mutuelles A,B, et A, B,. Il résulte de ces remarques 
que : 


a. Le ptg(E,;| E.;) admet P comme plan de symétrie. 

8. La projection orthogonale sur P de toute paratingente mutuelle 
de E;; et E,; non perpendiculaire à P est la projection d’une para- 
tingente propre de E,; et d’une paratingente propre de E,;. La réci- 
proque n’est pas vraie. 

y. SLE,; est à paratingente unique en M, le paratingent mutuel est 
tout entier dans le plan Q passant par cette paratingente T'MT et per- 
pendiculaire à P. Et si, de plus, E;; est un continu, tout plan parallèle 
à la perpendiculaire menée à T’ MT dans le plan P et assez voisin de M 
rencontre E,; et E,; chacun en un point; si ce plan, en conservant la 
même direction, s’approche indéfiniment de M, il contient toujours 
une corde mutuelle; donc, l'intersection du plan parallèle mené par M 
et du plan Q est une paratingente mutuelle. Donc, toute direction 
issue de M dans Q est paratingente. 


Exemple. — Deux cercles égaux C, et C,, non situés dans un même 
plan, ont même tangente en un point commun M; déterminer le ptg de 
l’ensemble de ces deux cercles en M: les deux ptg propres sont la tan- 
gente commune; le ptg mutuel est tout entier dans le plan mené par 
cette tangente commune perpendiculairement au plan de symétrie des 
deux cercles et il comprend toutes les directions issues de M dans ce 


plan. 


.18. On demande ce qu'on peut dire en général sur deux ensembles K, 
et E, en un point d’accumulation commun M pour que le pt&(E,|E.) 
présente une structure donnée à l'avance. — Exemple. — On demande 
que le ptg(E, |E.) en M se réduise à une droite : 

D'après les propriétés du ptg mutuel énoncées au n° 16, le ctg de la 
réunion doit être situé sur une même droite; chacun des deux 
ensembles a donc, au plus, deux demi-tangentes et, s’il en a deux, 
25 
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elles sont opposées. Ces condidions sont nécessaires; cherchons 
maintenant a énoncer quelques conditions suffisantes : d’aprés le 
cas 2° du premier probléme du n° 17, deux ensembles a demi-tangente 
unique dont les demi-tangentes sont opposées ont leur ptg mutuel 
réduit à une droite. 

Dans le cas où deux ensembles à ctg aligné ont une demi-tangente 
commune en M, on ne peut rien dire d’absolument général. Voici un 
résultat dans le cas où l’un d’eux est continu : par chaque point de 
l’autre ensemble menons un plan non parallèle à la demi-tangente 
commune, mais parallèle à une direction fixe &; ces plans parallèles, 
qui contiennent déjà un point du second ensemble, finissent, en ten- 
dant vers M, par contenir un point de l’ensemble continu; il y a donc 
une paratingente mutuelle parallèle à &; et, comme o est arbitraire, 
le ptg mutuel ne se réduit pas à une droite. 

Nous avons donc ce théorème : 


La condition nécessaire et suffisante pour que deux ensembles à ctg . 


aligné, dont l’un est un continu, aient une seule paratingente mutuelle, 
est que ces deux ensembles soient des branches opposées ('). 


CHAPITRE IJ. 


ENSEMBLES ORTHOCURVYILIGNES ET ORTHOSUPERFICIELS, 


19. Les ensembles envisagés maintenant comprennent, comme cas 
particuliers, les orthocourbes et les orthosurfaces dont les notions 
réalisent assez bien, grâce au paratingent, les concepts intuitifs de 
courbes et de surfaces : en effet, sans répondre au contenu le plus 
large de ces concepts, on obtient, dans le cas des courbes, une solution 


qe 


(') Un eas particulier de ce théorème a été trouvé, indépendamment de ce mémoire, 


par M. Eug. Blane qui, à propos d’un are plan de Jordan, étudiant, en un point M de cet 
are, le ply mutuel des deux ares antérieur et postérieur en M, montre que la condition 
nécessaire et suffisante pour que ce ptg mutuel se réduise à une droite est que l’are anté- 


rieur et Vare postérieur aient chacun une demi-tangente et que ces deux demi-tangentes 
soient opposées (Bulletin de la Société Royale des Sciences de Liége, 1933, n° 6-7, 
p- 128-132). 


or arme 
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plus adéquate que celle donnée par les continus de Jordan, x = f(t), 
Y =8(t), 2 =A(t), car cette catégorie, en plus des courbes intuitives, 
comprend encore des sujets indésirabkes comme la « courbe » de Peano; 
plus adéquate également que celle donnée par les continus trréduc- 
tibles entre deux points dont les continus de condensation sont en 
désaccord avec l’idée intuitive de courbe. 


20. Ensembles orthosuperficiels et orthocurvilignes en général (1): 
— Un ensemble est orthosuperficiel si, en chacun de ses points d’accu- 
mulation, le ptg est incomplet; un ensemble est orthocurviligne si, en 
chacun de ses points d’accumulation, le ptg est privé d’un plan. 

On peut mettre ces définitions sous cette autre forme : un ensemble 
est orthosuperficiel si, en chacun de ses points d’accumulation, 
le ptg est extérieur à un cône de révolution; un ensemble est ortho- 
curviligne si, en chacun de ses points d’accumulation, le ptg est inté- 
rieur à un cône de révolution. L’équivalence entre les deux formes de 
définition est évidente : si le ptg est incomplet, c’est-à-dire si une 
direction D’MD est exclue du ptg, toutes les directions voisines de 
D'MD sont exclues elles aussi; donc, toutes les directions intérieures 
à un cône de révolution, d’axe D’MD et d'ouverture suffisamment 
étroite, sont exclues; done, le pig est extérieur à un cône de révolution 
et la réciproque est évidente. De même, si tout un plan de directions 
est exclu, toutes les directions de droites voisines de ce plan sont 
exclues; donc, sont exclues toutes les directions extérieures à un 
cône de révolution d’axe normal au plan et d'ouverture suffisamment 
grande; donc, le ptg est intérieur à ce cône; et la réciproque est, là 
encore, évidente. 


Remarque. — Tout ensemble orthocurviligne est orthosuperficiel. 

Continuité du caractère orthosuperficiel et du caractère orthocur- 
viligne. 

Tutorime. — Si le ptg est incomplet en M, l’ensemble est orthosu- 
perficiel à l’intérieur d'une sphère centrée sur M. En effet, en raison de 


(1) G. Bovrieann, /ntroduction à la Géométrie infinitésinule directe, $ 78 et suivants. 


p. 76. 
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la S. C. I. supérieure du ptg, une direction, exclue de ptg en M, est 
exclue du ptg dans un voisinage fini de M; le ptg est donc incomplet 
dans tout ce voisinage fini de M. 


Tuéorème. — Si le ptg est privé de tout un plan en M, l'ensemble est 
orthocurviligne à l’intérieur d'une sphère centrée sur M (démonstration 
analogue). 


21. Orthocourbes et orthosurfaces. — Les orthocourbes (et les 
orthosurfaces) sont des ensembles orthocurvilignes (et orthosuper- 
ficiels) pour qui, aux exclusions dans le ptg, s'ajoutent des condi- 
tions de continuité pour l’ensemble, de la manière que nous allons 
préciser : 


Orthocourbes. — Soient M un point d'un ensemble E orthocurviligne 
et P un plan exclu du ptg en tout point de E intérieur à une sphères, 
(on peut toujours choisir < assez petit pour que tout plan parallèle 
à P contienne au plus un point de E., ce que nous supposerons). 

Premier cas : Il existe une longueur À<e telle que tout plan P,, 
parallèle à P et situé à moins de À du point M, rencontre E. : l’ensemble 
des points de E, situés sur ces P; est une orthocourbe, dont M est un 
point courant. Cette orthocourbe est un continu puisque : 


1 Tout P; la rencontre; 


2° Tout angle d’une de ses cordes avec P est supérieur à un nombre 
non nul. 


Deuxième cas : Il existe une longueur A<<« telle que tout plan Q; 
parallèle à P et situé d’un premier côté de M, à moins de À de M, ren- 
contre E. (un plan parallèle à P qui s'approche indéfiniment de M de 
l'autre côté, rencontrant toujours des positions où il ne contient pas de 
points de E.) : les points de E: situés dans les Q; forment une ortho- 
courbe du premier côté de M; M est une extrémité de cette ortho- 
courbe; cette orthocourbe est encore un continu. 


Orthosur faces. — Soient M un point d’un ensemble E orthosuper- 
ficiel et D'MD une droite exclue du ptg en tout point de E intérieur à 
une sphère Sy (e est supposé choisi pour que toute parallèle à D'MD 
contienne un point de E; au plus). 
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Premier cas : Il existe une longueur A<e telle que toute droite D,, 
parallèle à D'MD et située à moins de A de M, rencontre E.; l’ensemble 
des points de E situés sur D; est une orthosurface dont M est un point 
courant (par opposition aux points en bordure dont nous parlerons 
ci-dessous). Cette orthosurface est un continu puisque : 


1° Toute D; la rencontre; 


2° Tout angle d’une de ses cordes avec D'MD est supérieur à un 
nombre non nul. 


Deuxième cas : Considérons un triangle solide découpé dans un 
plan; sur les côtés et aux sommets, cet ensemble ne remplit pas les 
conditions du premier cas; sommets et points sur les côtés ne sont pas 
points courants d’orthosurfaces; le faciès de surface existe cependant 
dans un certain secteur du voisinage de ces points; de tels points 
seront dits en bordure d’orthosurface. On peut proposer la définition 
générale suivante des points en bordure : il existe deux demi-plans, 
coplanaires ou non, issus de D'MD, tels que sur ces demi-plans et dans 
un de leurs dièdres (ou d’un côté de leur plan commun) toute paral- 
lèle à D'MD, située 4 moins de À de M, contienne un point de E,. (la 
même propriété n'étant pas vraie dans l’autre dièdre). Cette définition 
élaborée à la suite d’un échange de vues avec M. Bouligand est plus 
large que celle proposée dans son Introduction ('); elle laisse encore 
échapper certaines espèces de points qui, intuitivement, paraissent en 
bordure; par exemple : on ajoure un plan en lui enlevant deux cercles 
tangents extérieurement; le point de contact représente l’étranglement 
d’un filet de surface et, cependant, il échappe à la définition par les 
dièdres. 


22. Propriétés générales du ctg d'une orthosurface en un point 
courant (°). — Conservant les notations de la définition d’un point 
courant M d’une orthosurface, considérons un demi-plan IT issu de 
D'MD; il coupe l’orthosurface suivant une orthocourbe plane I’ dont 
M est une extrémité : soient MT, et MT, les deux demi-tangentes de I’ 


pee) eee eee ee ee ee  ——— 


(1) G. Bouttcann, Géom. Inf. dir., § 82, p. 8. 
(2) Loc. cit., § 144 et suivants, p. 166. 
Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fasc. 3. 30 
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en M les plus proches en direction de l’une et l’autre directions 
de D'MD. 


Taéorème I. — Toute demi-droite Mt issue de M dans IT et pénétrant 
l'angle, inférieur à deux droits, de MT, et MT, est demi-tangente de T.. 


Soient A et B deux points de I tels que Mt soit intérieure à l’angle 
aigu de MA et MB; le sous-ensemble découpé sur I’ par la bande 
déterminée sur II par les parallèles à D'MD menées par A et B, est un 
continu joignantA et B. La demi-droite Ms, laissant A et B de part et 
d’autre, rencontre ce continu. A et B étant arbitraires, on voit qu'il y 
a des points de l’ensemble sur Mt aussi voisins qu’on veut de M. 
Donc Mt est une demi-tangente de TI’. 


Tutoréme Il. — Toute demi-tangente de l’orthosurface, située sur Il, 
est une demi-tangente de I. 


Supposons qu’il existe une demi-tangente Mz située sur II qui ne 
soit pas demi-tangente de I’; coupons la figure par un plan P perpen- 
diculaire à IT et parallèle à D'MD et soient =, T, et T, les traces sur P 
de Mz, MT, et MT,. On pourrait trouver sur l’orthosurface un point A, 
tel que : 


1° Sa projection conique (centre M) sur P soit aussi voisine qu’on 
voudrait de 7. 

2° B étant l’intersection de I et du plan parallèle à P mené par A, 
la projection conique de B sur P soit aussi voisine qu’on voudrait du 
segment T,T,. 


La corde AB étant parallèle à la droite qui joint ces deux projections 
coniques pourrait être choisie aussi voisine en direction de D'MD 
qu'on voudrait, ce qui est impossible. Done, l'existence de Mz conduit 
à une contradiction. 


Corollaires. — x. La section du ctg de l’orthosurface par II est le 
ctg de la section I de l’orthosurface par II ('). 

3. Le ctg de l’orthosurface en M est un continu de demi-droites. 

y. Soient IT; un demi-plan variable issu de D’MD et I; son inter- 


a a ee a we ee Ee eoniere tala SP on 
(1) Loc. cit., p. 168, lemme II. 


ye LE à 


‘See's 
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section avec l’orthosurface, quand II; tend vers II en tournant autour 
de D'MD, le ctg de I; tend vers le ctg de [: d’une manière plus 
précise, toute demi-tangente de T, tend vers une demi-tangente de T 
et toute demi-tangente de I est limite d’une demi-tangente de I. 

En effet, la limite sur x d’une demi-tangente de [; est une demi- 
tangente de l’orthosurface puisque le ctg est fermé; donc, d’après le 
théorème II, c’est une demi-tangente de I’. Inversement, supposons 
qu'une demi-tangente MV de l ne soit pas limite d’une demi-tangente 
de l';; conservant les notations du théorème II, désignons par V l’inter- 
section de MV et du plan P; les limites des demi-tangentes de I, 
coupent P en des points (S) dont les distances à V restent supérieures 
à un nombre m. On pourrait trouver un point C de [dont la projection 
conique sur P serait aussi voisine qu’on voudrait de V; les points de 
l’orthosurface situés dans le plan parallèle à P mené par C pourraient 
être choisis assez voisins de IT pour que leurs projections coniques 
soient arbitrairement voisines des points (S), c’est-à-dire à une distance 
de V arbitrairement voisine de m. Comme dans la démonstration du 
théorème II, on aurait des cordes de la surface arbitrairement voisines 
en direction de D'MD, ce qui est impossible. 

On voit ici un exemple (‘) d’accumulatif d’une collection de demi- 
droites attachées à un demi-plan variable qui se confond avec cette 
collection puisque l’accumulatif du ctg de I’; coincide avec le ctg der. 
Cela constitue une circonstance intermédiaire entre la semi-continuité 
supérieure d’inclusion et la semi-continuité inférieure d’inclusion. 


23. Nous dirons qu’une demi-tangente est intérieure si toutes les 
demi-droites issues du même point et suffisamment voisines d'elle 
en direction sont des demi-tangentes; qu'une paratingente est nté- 
rieure si toutes les droites issues du même point d’accumulation et 
suffisamment voisines d’elle en direction sont des paratingentes. Con- 
servant alors les notations précédentes, nous allons établir le théo- 
rème suivant : 


Si dans un demi-plan II issu de D'MD figure plus d’une demi-tangente, 
le ctg (et par suite le ptg) présente des éléments intérieurs. 


(1) Cf. n° 6 du présent Mémoire. 


228 JEAN MIRGUET. 


Désignons par 39 l'angle aigu des demi-tangentes extrémes MT, 
et MT, contenues dans II; en raison de la semi-continuité (par rotation 
autour de D'MD) du ctg de I, à l'angle ? correspond un angle @ tel 
que si l’angle de Il; et fe IL est inférieur à 6, les deux demi-tangentes 
extrêmes de I’; dans Il; font avec MT, et MT, respectivement des anfe 
inférieurs à 9. Si Il; reste dans les limites fixées par cet angle 0, 
le ctg de T;, qui est un continu de demi-droites, pénètre chacun des 
deux demi-cônes de sommet M, d'ouverture + et de demi-axes res- 
pectifs MT, et MT,; dans chacune de ces positions de IT; il y a donc, 
dans II;, un angle plein, d'ouverture 9, de disposition fixe par rap- 
port à D'MD, qui est rempli de demi-tangentes. Donc, il existe un 
pinceau solide de demi-tangentes. 

Le raisonnement n’est en défaut que si 9 = 0, d’où la proposition 
énoncée. Cette proposition avait été donnée par M. G. Bouligand dans 
le cas du ptg (*). 

24. Propriétés générales du ptg d'une orthosurface en un point 
courant. — Conservant toujours les notations des numéros précédents, 
nous envisageons une droite A’MA, distincte de D'MD, mais exclue 
elle aussi du ptg en M. Toutes les droites parallèles à A’MA, suffisam- 
ment voisines de M, rencontrent-elles l’orthosurface au voisinage 
de M? Autrement dit, aurions-nous retrouvé le caractère d’orthosur- 
face, pour l’ensemble étudié, en nous servant de A'MA comme nous 
nous sommes servis de D'MD? 

La réponse est affirmative : en effet, supposons € assez petit pour 
que les parallèles à A’MA rencontrent E, en un point au plus; les 
parallèles à D'MD situées à moins de À de D’MD rencontrent 
toutes E.. Soit M; un point de E, situé à moins de À de D'MD:; 
menons D;M;D; et A,M;A; respectivement parallèles à D’MD et A’MA; 
la section de l’orthosurface par le plan de D'M;D; et A,M;A; devant être 
rencontrée et en un seul point par toutes les parallèles à D'M,D; voi- 
sines de M,, doit se trouver dans deux angles formés par D'M;,D; 
et A M;A,, situés de part et d’autre de D'M;D,. Or, cette section devant 
être rencontrée en un point seulement par les parallèles à A,M;A,, il 
a Hie a be SN Ag re 


(1) G. BouLiGanp, /ntrod, Géom, Inf. Dir., p. 170, théor. B. 


Ce, yee 
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faut que la section de l’orthosurface par D;M;4; soit située dans deux 
des angles, formés par D'M;D; et A/M;A;, qui soient opposés par le 
sommet et, alors, toutes les parallèles à A.M;A;, voisines de M;, ren- 
contrent cette section et, comme M, est aubitrnind notre affirmation 
est justifiée. 


25. Il existe une propriété du ptg analogue au corollaire 6, relatif 
aux éléments intérieurs du ctg (exposé au n° 23). Pour simplifier(') 
nous appellerons D'MD la verticale, trois points A, B et C de l’ortho- 
surface, situés dans um plan parallèle à D'MD, un rriplet vertical; 
toute parallèle à D'MD menée par un point, la verticale de ce point; 
C, un cylindre de révolution d’axe D’MD et de rayon r; 3, l’ensemble 
des points de. EK, situés dans ou sur C,. Enfin, en désignant toujours 
par À une distance telle que toute parallèle à D'MD située à moins 
de À de M rencontre E. en un point et un seul, nous supposerons r<À. 

Soit ABC un triplet vertical de X,; C, le sommet de ce triplet dont la 
verticale est zntermédiaire entre les verticales des deux autres (nous 
dirons ci-dessous le sommet intermédiaire). 


Lemme. — L’angle plan A du triplet vertical ABC est plein de cordes 
de ZX, situées dans le plan ABC et ayant pour extrémité commune le 
sommet A (énoncé analogue pour B). 


En effet, la bande du plan vertical ABC, comprise entre les verticales 
de B et C, coupe 2, suivant un continu K joignant B à C; toute droite, 
issue de A dans le plan ABC et séparant B de C, rencontre K. 

og. FD: 


TaéorÈme I. — A un triplet vertical non aligné ABC (C, sommet 
intermédiaire) de X,, situé sur une rondelle X,, découpée sur =, par le 
cyléndre C, défini par 3¢ =r, correspond un pinceau solide de cordes 
de Ë, ayant pour extrémité commune le sommet A (Énoncé analogue 
pour B). 

Construisons le pinceau solide annoncé : soit &, le demi-plan issu 
de la verticale de A et contenant B et C; 5; un demi-plan variable issu 


(1) J. MirGugT, Sur une classe de surfaces admettant un plun lungent continu (Bul- 
letin de la Soc. Royale des Sc. de Liège, n° 1, 1933, p. 11). 
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de cette même verticale; 8; l’angle de &, et w; (— 180° OS + 180°). 

Dans chaque &; considérons les deux verticales dont les distances à 
la verticale de A sont respectivement égales aux projections horizon- 
tales de AB et AC. ABC étant pris sur 2, (3¢ = r) ces deux verticales 
rencontrent X,. Soient B; et C; les points où ces deux verticales ren- 
contrent respectivement &,. 

Désignons par D le point de rencontre de AC et de la verticale deB, 
par D; le point de rencontre de AC; et de la verticale de B;; notons 
que DD; et CC; sont parallèles; ABC n’étant pas aligné, on a BD 4o. 

Ceci posé, voici notre démonstration : Quand 6; croit constamment 
en valeur absolue à partir de zéro, B; D; ne devient pas nul avant que 0; 
atteigne une certaine valeur ©’. 

Pour calculer 0’, on peut opérer ainsi : en désignant par m la plus 
grande pente d’une corde de , et par A la longueur de la projection 
horizontale de AB, on voit facilement qu’en valeur absolue : 


ae : erg 
Projection verticale de BB,< 2hm sin mit 


et, en raison du parallélisme de DD; et CC;, 


Projection verticale de DD;< 2hm sin 2a 
En remarquant alors que B,D; est la somme algébrique de BD et des 
deux projections verticales de BB; et DD;, on obtient cette conclusion: 
quels que soient les signes des deux projections verticales de BB, 
et DD,, le segment BD; ne sera pas nul, quand 6; croit à partir de 
zéro, avant que 0; ait atteint la valeur 0’ définie par 


4 hm sin Md — BD 


Aussi longtemps que |6;| <0’, le triplet AB;C; n’est pas aligné et 
l’angle en A de ce triplet est, d’après le lemme, plein de cordes de &, 
situées dans &.. 

Pour achever la démonstration, il faut prouver que tous ces angles 
pleins ABC; ont entre eux une connexion telle, qu’ils forment un 
pinceau solide. Dans ce but, divisons BD en trois parties égales, 
soit BR = RS = SD; projetons R et S en R; et S; sur la verticale de B,. 
Quand 0; croitra constamment en valeur absolue à partir de zéro, 
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R;S; restera intérieur à B;D; aussi longtemps que les projections ver- 
ticales de BB; et CC; seront inférieures au tiers de BD, a fortiori aussi 


longtemps que 6, sera inférieur ou au plus égal en valeur absolue à 
Vangle ©” défini par 2hm sin = = 2 

Dans ces limites, les angles R;A;S; sont intérieurs aux angles B;AD, 
correspondants, lesquels sont pleins de cordes; donc, les angles 


R;AS;([0;|< ©”) sont pleins de cordes, on peut donc énoncer : 


Le cône o engendré par l'angle plein R;AS,; tournant autour de la ver- 
cale de A depuis sa position RAS deo, jusqu’à 0;= + @' est plein de 
cordes de À, issues de A. 


Ce qui démontre le théorème. 


26. On désignera maintenant par « aplatissement relatif à un triplet 
vertical ABC » (C, intermédiaire) le rapport de BD à la projection 
horizontale de AB; nous nous proposons d’établir le nouveau théorème 
suivant : 


TaéorÈme Il. — Si le ptg d’une orthosurface en un point M non situé 
sur un bord, ne comprend aucun pinceau solide, à un nombre arbi- 
traire a, on peut faire correspondre un rayon 1 tel que si ç €. les 
aplatissements des triplets verticaux de X, soient tous inférieurs à a. 


Considérons, comme au théorème précédent, les deux cylindres 
coaxiaux C, et C,(3¢ =r); supposons que, r tendant vers zéro, il y 
ait toujours, sur la À, correspondante, des triplets verticaux dont les 
aplatissements restent supérieurs à un nombre donné; les deux élé- 
ments RAS et ©’ des cônes o correspondants ne tendent pas vers zéro 
(c’est évident pour RAS et l'égalité 

6” BD 


2mhsin — = —. 
2 


le prouve pour 6”). II y a donc constamment des pinceaux non aplatis 
de cordes de 3,; à la limite, il y a un pinceau solide de paratingentes 
de l’orthosurface en M. 
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27. Faire passer une orthocourbe par un ensemble orthocurviligne, 
une orthosurface par un ensemble orthosuperficiel ('). — Un ensemble 
de points choisis sur une orthocourbe est orthocurviligne ; un ensemble 
de points choisis sur une orthosurface est orthosuperficiel. Examinons 
la question inverse : peut-on toujours faire passer une courbe par un 
ensemble orthocurviligne et une surface par un ensemble orthosuper- 
ficiel. 

| 


1° Pour un ensemble orthocurviligne plan, la question est immédia- 
tement résolue par le lemme d’univocité de M. Bouligand (?). Soient, 
dans un plan, un point M d’un ensemble orthocurviligne E et Cx 
un cercle à l’intérieur duquel une direction de droite D est exclue par- 
tout du ptg. Par chaque point de E: menons la parallèle D; à D. En 
appelant consécutives deux D; entre lesquelles il n’y ena pas d’autres, 
considérons les segments qui joignent les points de E, situés sur des 
parallèles consécutives. Soit V l’ensemble de ces segments. 

Aucune corde de V n’est plus inclinée sur D que les cordes de E. ; 
donc D est exclue du ptg de Ven M et aux points voisins de M. D'autre 
part, toute parallèle à D située entre deux D; rencontre V. Donc V est 
une orthocourbe plane. 

2° Pour un ensemble orthocurviligne de l’espace, la solution est 
identique. Soient un point M d'un tel ensemble E et Si une sphère à 
l'intérieur de laquelle une direction de plan P est exclue partout 
du ptg. Par chaque point de E: menons le plan P; parallèle à P. Consi- 
dérons la réunion V des segments qui joignent les points de E, situés 
sur des P;consécutifs : tout plan parallèle à P compris entre deux P; con- 
sécutifs rencontre un seul segment, donc rencontre V et en un seul 
point. En opérant de même pour toute direction P’ très voisine de P, 
on obtiendrait le même V que les plans parallèles à P’ rencontreraient 
tous et en un seul point. Donc P est exclu du ptg de V et V est une 
orthocourbe de l’espace. 

3° Abordons maintenant le cas d’un ensemble orthosuperficiel : 
soient M, un point d’un tel ensemble E et Si une sphère à l’intérieur de 
laquelle une direction de droite D est exclue partout du ptg. On peut 
snlas gon ruseiaig sob Insmminos Jnoër à y, FE.{ Sg JAUNES 

(1) J. Minguer, Comptes rendus, t. 195, p. 509. 

(*) G. Bouticann, Zatroduc. Géom. Inf. dir., p. 56. 
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fixer un angle à tel que toute corde E, fasse avec D un angle supérieur 
aa. Construisons les demi-cônes de révolution ayant pour sommets 
les points E., pour demi-angles au sommet le même angle 8 (avec les 
conditions o << 8 <a) et pour demi-axes les demi-droites toutes équi- 
pollentes à l’une des directions de D (toujours la même) : 


La frontière du domaine réunion de ces demi-cénes est une ortho- 
surface V englobant l’ensemble donné. — La direction de la droite D 
est, en effet, exclue du ptg de V : considérons une corde de V dont 
les extrémités sont situées sur le même demi-cône; puisque cette 
corde rencontre le demi-cône en deux points, elle fait avec D un 
angle au moins égal à 3; considérons une corde de V dont les extré- 
mités sont sur des demi-cônes différents; si cette corde faisait avec D 
un angle inférieur à 5, l’une des deux extrémités serait intérieure au 
demi-cône sur lequel est situé l’autre et, par suite, n’appartiendrait 
pas à V, qui a raison de frontière. Toutes les cordes de V font donc 
avec D des angles au moins égaux à 8; donc D est exclu du ptg de V. 

D'autre part, toute parallèle à D rencontre évidemment V en un 
point. Donc, V est une orthosurface englobant E.. 


CHAPITRE III. 


LES ORTHOSURFACES DONT LE PARATINGENT N’A PAS D'ÉLÉMENT INTÉRIEUR. 


28. M. Bouligand a établi, dans son /ntroduction à la Géométrie 
Infinitésimale directe ('), que l'absence de paratingentes intérieures 
entraine la planéité du ctg, c’est-à-dire l'existence d’un plan tangent 
unique. Ce Chapitre III reprend la même idée et montre qu'il n’y a 
pas seulement planéité du ctg, mais aussi planéité du ptg, laquelle 
entraine, en vertu de la S. C. L., répartition continue du plan tangent. 

Les propriétés générales du ctg exposées au chapitre précédent sont 
une première voie par où atteindre ces planéités et cette répartition 
continue : le point de départ sera cette importante proposition du 
n° 23 : st le pig (et par suite le cig) n’a pas @élément intérieur, tout 
demi-plan I issu de la droite D'MD, exclue du ptg, au point courant M, 


(') Pages 167 et suivantes. 
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contient une seule demi-tangente en M et coupe U'orthosurface suivant 
une branche continue dont M est une extrémité. 

Voici comment on peut utiliser cette proposition : le ptg mutuel 
des deux branches contenues dans les deux demi-plans Il; et I; est 
constitué par une gerbe g;; plane continue de paratingentes englobant 
leurs demi-tangentes Mt, et Mz; et extérieure à l’angle de ces deux 
demi-tangentes. Déplaçons II; d’une rotation continue; à chacune de 
ses positions correspond une g;; englobant toujours Mz;. Si le plan 
(Mz;, Mz;) n’est pas fixe, la réunion des g;; est un pinceau solide de 
paratingentes ('); or, nous n’avons pas ici de pinceau solide de para- 
tingentes; donc, le plan (M¢,, M¢;) est fixe; c’est-a- -dire que le ctg est 
plan. 

On va voir maintenant qu’une paratingente extérieure au plan P 
du ctg entrainerait l’existence d’un pinceau solide de paratingentes : 
il suffit de prouver que, dans le cas où une telle paratingente exis- 
terait, on aurait dans tout voisinage évanouissant de M des pinceaux 
solides de cordes dont l’ouverture sphérique ne tendrait pas vers zéro. 
La présence de tels pinceaux ressort des remarques suivantes (?) : 


a. Détermination dans tout voisinage de M sur l’orthosur face de cordes 
infiniment voisines en direction de P et de cordes infiniment voisines en 
direction de la paratingente D'MD, située hors de P. 


En raison de la planéité du contingent, on peut, étant donné un 
angle à arbitraire, lui faire correspondre une longueur : telle que tous 
les points de l’orthosurface contenus dans ou sur la sphère S$ soient 
à l'extérieur du cône de révolution de sommet M, d’axe perpendicu- 


. Z . T x 
laire à P et de demi-ouverture = — x; à un nouvel angle 3 on peut 


faire correspondre une deuxième sphère plus petite Si telle que les 
cordes joignant les points de l’orthosurface, situés exclusivement 
sur S\, aux points de l’orthosurface, situés dans ou sur la deuxième 
sphère Si, fassent avec P un angle ën/érieur à à + 3. D'autre part, il 
existe une infinité de cordes de l'orthosurface, intérieures à S% et 
faisant avec D'MD un angle aussi petit qu'on veut; autrement dit, 


(1) En raison de la semi-continuité par rotation de M¢;. 
(2) J. Mincuer. Comptes rendus, t. 195, 1932, p. 592. 
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soit 4 l’angle de D'MD et de P et 7 un angle arbitraire, on trouvera 


dans Sj, une infinité de cordes faisant avec P un angle supérieur a 
0— y. 


b. Intersection de Vorthosurface par un plan issu de M et parallèle à 
une direction exclue du paratingent de l’orthosur face en M. 


Étant donnée une direction A’MA exclue du ptg de l’orthosurface au 
point courant M, toute direction assez voisine de A’MA est exclue éga- 
lement du ptg; toute parallèle à A’MA assez proche de M rencontre 
Vorthosurface en un point et l’on a vu, au n° 24, qu’il en est de même 
de toute parallèle à une direction voisine de A’MA, si cette parallèle 
est assez proche de M. Par suite, tout plan assez voisin de M et paral- 
lèle à une direction assez voisine de A’MA rencontre l’orthosurface 
suivant un continu qui est une orthocourbe; les cordes de cette ortho- 
courbe constituent un ensemble de segments bien enchainés par alter- 
nance; parmi ces cordes, il y en a qui font avec P un angle inférieur à 
a+ 8: il suffit qu’une extrémité soit dans Sj et l’autre sur S;. 


c. Existence dune gerbe plane continue de cordes dans tout plan issu 
de M et parallèle à une direction exclue du ptg de l'orthosurface en M. 


Soit A;B, une corde intérieure à Sj faisant avec P un angle supérieur 
à 0 — y. Par le point A; menons 8'A;6 parallèle à une direction exclue 
du ptg en M, assez voisine de A’MA. Considérons l'intersection de 
l’orthosurface et du plan déterminé .par A;B; et 2’A;5; soit H un point 
de cette intersection situé sur Si du même côté que B; par rapport à 
3'A,0; A; n’établit pas une coupure entre H et B; sur l'intersection du 
plan et de l’orthosurface; donc l’angle HA;B; est entièrement balayé 
par un système de cordes bien enchainées rayonnant de A; : quelle 
que soit la parallèle 3’A;2, choisie assez voisine en direction de A’MA, 
cet angle plein de cordes existe, il englobe A;B; et il est supérieur à 
O = §—(«+6+y). 


d. Ces gerbes planes continues, en se connectant, donnent un pinceau 
solide dont l'ouverture sphérique ne tend pas vers zéro, si le voisinage 
de M se restreint indéfiniment. 


Cette ouverture sphérique ne pourrait, en effet, tendre vers zéro 
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que si l’angle w = 9 —(a + $+ 7) d'une part et l'ouverture sphérique 
du cône des directions exclues du ptg en M d’autre part, tendaient 
vers Zéro, ce qui n’est pas. ‘ 


29. Les propriétés générales du ptg en un point courant (n* 25 
et 26) et d’une manière plus précise le théorème d’aplatissement 
du n° 26 sont une seconde voie pour obtenir les planéités. Cette 
seconde voie marque, mieux que la première, l'unité de raisonnement 
de ce double problème de planéité; nous conserverons ici les notations 
du n° 26 ('). 

Voici une remarque préliminaire : Soit, sur une orthosurface, au 
voisinage du point courant M, un triplet vertical ABC dont les trois 
sommets tendent vers M, C restant l'intermédiaire. Dire que les apla- 
tissements relatifs à A et B tendent vers zéro ou dire que les angles A 
et B tendent vers zéro, revient au mème. Aussi, d’après le théorème 
du n° 26, si le ptg en M est dépourvu d’élément intérieur, puisque 
tout aplatissement de triplet vertical tend vers zéro, tout angle de 
sommet non intermédiaire tend vers zéro. 

D’après cette remarque : 1° Tout demi-plan issu de la verticale 
de M contient une seule demi-tangente, car avec deux demi-tangentes 
le continu intersection de la surface par ce demi-plan présenterait des 
triplets dont un angle non intermédiaire ne tendrait pas vers zéro; 

2° Si le ctg n’était pas plan, on pourrait trouver trois demi-tan- 
gentes en M, non coplanaires, situées dans trois plans verticaux 
différents, mais rencontrées par un même plan Q vertical tendant 
vers M. Près de chacune des intersections de Q et de trois demi- 
tangentes, il y aurait dans Q trois sommets d’un triplet vertical de 
l’orthosurface dont les deux angles aux sommets non intermédiaires 
ne tendraient pas vers zéro ; le ctg est donc tout entier dans un plan P; 

3° Enfin, supposons qu’il existe en M une paratingente A faisant 
avec P un angle 4x; on peut toujours choisir une corde BC assez voisine 
en direction de A et d’extrémités assez proches de M pour que, dans 
son plan vertical, figure un point A de l’orthosurface remplissant les 
conditions suivantes : 


(1) CF. Bulletin de la Soc. Roy. des Sc. de Liége, n° 1, 1933, p. 11-15. 
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1 On peut choisir A pour qu’il tende vers M en même temps que BC; 
2° L’angle CBA est aigu; | 


= À ’ FR 
3° L’angle BAM et l’angle du vecteur MA et du plan P sont l’un et 
l’autre inférieurs à à. 


Comme, de plus, BC choisi assez proche de M fait avec P un angle 
supérieur à 3a, on déduit de ces différentes conditions que l’angle 
en B du triplet vertical BCA sera supérieur à a. Donc, quand le triplet 
vertical ABC tend vers M, un angle de sommet non intermédiaire ne 
tend pas vers zéro, ce qui, d’après le n° 26, est contraire aux hypo- 
thèses. Donc, il n’y a pas de paratingentes en M hors de P. 


30. Répartition continue du plan tangent. — La semi-continuité 
d@ inclusion du ptg entraine, pour les orthosurfaces sans éléments inté- 
rieurs, la répartition continue du plan tangent, puisque plan tangent 
et paratingent coincident. 

Nous nous proposons, de plus, de démontrer que si la planéité du 
paratingent est une condition suffisante de la répartition continue du 
plan tangent, elle en est aussi une condition nécessaire; c’est-à-dire 
que si une orthosurface présente partout un plan tangent et si ce plan 
tangent est réparti continüment, le ptg est partout plan. 

Soit, sur une orthosurface, une rondelle où le plan tangent existe 
partout et oi il est partout continüment réparti : il faut entendre par là 
qu’étant donné un angle arbitraire «, on peut toujours prendre ¢ assez 
petit, pour que les plans tangents à la rondelle dans S,,, centrée sur le 
point M, de la rondelle, fassent avec le plan tangent P en M, un angle 
inférieur à «. 

Supposons que, si petit que soit <, il y ait toujours dans Sy, des 
cordes de la rondelle qui fassent avec P un angle supérieur 4 un angle 
fixe 0 : Soit M;M;, une de ces cordes; coupons la rondelle par le plan R 
déterminé par M,M; et une direction A exclue du ptg de l’orthosurface 
en M,; soit I; l’ensemble ponctuel constitué par les points M;, M; et 
les points de la rondelle situés sur R entre les parallèles à A menées 
par M; et M; ('); le ctg de I’; est partout aligné, puisqu'il y a un plan 
ae OST a ON ar abt DL DS. PU DEEE ir © 

(1) Cf. E. Banc, Sur une propriété différentielle des continus de Jordan (Comptes 


rendus. \. 196, p. 600). 
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tangent partout. Soit A un point de I’; dont la distance à M;M; ne soit 
inférieure à aucune autre des distances des points de I’ 4 M;M; (un tel 
point existe puisqu’une fonction continue atteint son maximum). 
I, est entièrement d'un même côté de la parallèle à M;M, menée 
par A; il y a donc nécessairement une demi-tangente de T';; en A dont 
le support fait avec P un angle supérieur à 0. Donc, le plan tangent 
en A fait avec P un angle supérieur à l’angle fixe 0 : ce qui est con- 
traire aux hypothèses. ; 

Donc, supposer qu’il y a indéfiniment dans Sy, des cordes de la 
rondelle qui fassent avec P un angle supérieur à un angle fixe est 
contraire aux données. Par conséquent, le ptg est plan. 


CHAPITRE IV. 


ORTHOSURFACES A PLAN TANGENT DÉFINIES PAR LE BIPARATINGENT. 


31. Le biparatingent (biptg) dont nous allons maintenant nous 
occuper est un élément présentant les plus grandes analogies avec 
le ptg. Cette analogie incite 4 rechercher si les résultats obtenus, en 
précisant que le ptg n’a pas d’élément intérieur, ne peuvent pas étre 
retrouvés ou imités au moyen d’une particularisation du biptg. On va 
voir que la réponse est, à la fois, affirmative ou négative : négative, en 
ce qui concerne le biptg proprement dit; affirmative, en considérant 
un sous-ensemble remarquable du biptg : le biparatingent réduit. 

Dans l’exposé de cette question, nous procéderons comme suit : 
puisqu'il est logique de songer d’abord au biptg proprement dit, et 
que son étude prépare celle de ses sous-ensembles, nous exposerons 
d’abord la théorie générale du biptg, et nous montrerons pourquoi 
une structure incomplète du biptg est inapte à permettre l’étude des 
orthosurfaces. 

Nous présenterons alors le biptg réduit, grâce auquel nous don- 


nerons — et très simplement — de nouveaux théorèmes d’existence 
de plans tangents. 


32. Le biptg : définition, analogies et relations avec le ptg (1). a 
eS 


(1) Cf. J. MinGur, Quelques nouvelles notions infinitésimales directes (Rendic. dei 
Leincet, Chap. XV, mars 1932, p. 429-431). 
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Un plan P est biparatingent au point d’accumulation M si, étant donné 
un angle 9, il existe dans toute sphère de centre M un triplet non 
aligné, dont le plan fasse avec P un angle inférieur à 0. Le biptg est 
l’ensemble des plans biparatingents. 

Outre la similitude de définitions, deux propriétés permettent un 


parallèle entre biptg et ptg : ils sont fermés et jouissent de la S. C. I. 
On démontre la premiere propriété pour le biptg comme pour le ptg : 
si un plan = est limite de plans P; biparatingents en M, c’est que dans 
toute sphére de centre M, il existe des triplets non alignés de direc- 
tion de plan aussi voisine qu’on veut d’un quelconque des P;, et, par 
suite, aussi voisine qu'on veut de 7; le plan = est done lui-même 
biparatingent; les limites des plans biparatingents appartiennent ainsi 
au biptg; donc, le biptg est fermé. 

De même, si un plan est limite de plans Q; btparatingents au voisi- 
nage de M, il existe dans toute sphère de centre M des triplets non 
alignés aussi voisins qu’on veut en direction des Q;; par suite, aussi 
voisins qu’on veut en direction de 7, et 7 est biparatingent; donc, 
le biptg en M englobe les limites des plans biparatingents du voisi- 


nage; c’est-à-dire que le biptg jouit de la S. C. 1.('). 


33. Les quelques observations suivantes marquent une certaine 
dépendance entre la structure du ptg et celle du biptg: un plan 
biparatingent P est limite de plans contenant des triplets non alignés, 
c’est-à-dire de plans contenant trois doublets. Les limites ou la limite 
commune de ces doublets est contenue dans le plan biparatingent P. 
Donc, tout plan biparatingent contient au moins une paratingente. I est 
évident qu’il peut n’en contenir qu'une : l'exemple d’un cercle, d’une 
hélice le prouve immédiatement. | 

De même, hormis le cas d’un ensemble aligné (pour lequel le biptg 
n'existe pas), tout doublet fait partie d’une infinité de triplets non 
alignés; done, par la paratingente limite de ce doublet doit passer au 
moins un plan limite des triplets dont il fait partie, c’est-à-dire un 
plan biparatingent. 

Le plan de deux demi-tangentes MT, et MT, est biparatingent; en 


(2) Voir n° 6 du présent Mémoire. 
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effet, on peut choisir un point A infiniment voisin de M et deux 
points B et C, tels que AB et AC soient infiniment voisins en direction 
de MT, et MT,. Il existe donc un triplet non aligné, aussi voisin qu’on 
veut en direction de MT, 1T,. 


Enfin, il peut arriver qu’aucun triplet ne tende vers le plan de deux 


paratingentes données : le plan de deux paratingentes n’est donc pas 
nécessairement biparatingent (*). 


34. Le biptg proprement dit est inapte à l'étude des orthosurfaces. — 
Le ptg se prête à la définition et à l'étude des orthosurfaces, car le 
caractère incomplet du ptg est un mode général des surfaces et une 
particularisation de ce caractère incomplet se concilie elle aussi avec la 
nature d’orthosurface pour l’ensemble et ne fait que définir une classe 
d’orthosurfaces. Il en va tout autrement pour le biptg : da seule exclu- 
sion d’un plan est inconciliable avec la nature d’orthosurface. Pour 
nous en convaincre, nous allons montrer qu’une orthosurface à biptg 
incomplet en M se réduit nécessairement à un plan au voisinage 
de M. 

Soient P un plan exclu du biptg en M; P; les plans, parallèles à P, 
très voisins de M; chaque P;, s’il rencontre le voisinage Z de M sur 
l’orthosurface, n’en contient que des points alignés. Soit A un point du 
voisinage À, situé dans P’, un des plans P;; menons par A une droite D, 
parallèle à une direction exclue du ptg en M et non située dans P. S'il 
existait trois demi-plans issus de D, non situés d’un même côté d’un 
plan issu de D et contenant chacun un point de & très voisin de A et 
situés tous les trois d’un même côté de P’ (soit B,, B, et B, ces trois 
points), tout plan P;séparant P’ de B,, B, et B, contiendrait trois points 
non alignés sur = (7), ce qui serait contraire à l'hypothèse. Il existe 
done un plan Q, issu de D tel que Z soit contenu dans l’un des diédres 
formés par P’ et Q et dans le diédre opposé; naturellement Z s'appuie 


(') Exemple : ensemble des quatre demi-droites, issues de M, définies en coordonnées 
cartésiennes rectangulaires, d'origine M, par les paramètres directeurs (+ 1,0, +1); 
(+ 1,0, —1); (—1, +1,0); (—1, —1,0). Les axes des y et des 3 sont des paratingentes, 
le plan Oy west pas biparatingent. 

(?) Puisque les trois demi-plans, comme parallèles à une direetion non paratingente 
en M, coupent = suivant des continus. 
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sur l’arête de ces dièdres suivant un segment continu, car Q ren- 
contre X suivant un continu. 

Donc, tous les plans P; rencontrent © suivant un segment recti- 
ligne ('). £ est done réglée parallèlement à la direction de plan P; 
elle est donc encore réglée parallèlement à toutes les directions de 
plans très voisines de P. X est donc plane (?). 


35. Le biparatingent réduit. — Essayons de deviner les raisons de 
l'échec du biptg en matière d’orthosurface. A cette fin, examinons 
l'exemple d’une sphère : on vérifie facilement le caractère complet du 
biptg; on remarquera, de plus, la planéité du ptg; il est alors très 
important d'observer que de tous les plans issus d’un point de la 
sphère, un seul contient plusieurs paratingentes distinctes : c’est le 
plan tangent; tous les autres plans sont donc limites de triplets, mais 
de triplets dont Les trois sinus tendent vers zéro. 

Cette dernière phrase semble bien être le mot de l'énigme; le biptg 
proprement dit possède une définition trop large, ouverte aux surprises 
des triplets dont la somme des sinustend vers zéro; cette définition du 
biptg laisse passer, au point de rendre le biptg complet, une surabon- 
dance de plans et de plans sans intérêt. Considérons donc plutôt les 
limites des triplets qui, non seulement ne sont pas alignés, mais encore 
ne vont pas en s’alignant, c’est-à-dire dont la somme des sinus a une 
limite différente de zéro : nous obtenons un biptg réduit qui, dans le 
cas de la sphère, se compose partout du seul plan tangent. Nous avons — 
donc ainsi une notion nouvelle susceptible de fournir des indications 
sur les orthosurfaces : cherchons à en tirer profit en commençant par 
préciser sa définition et ses propriétés essentielles. 


36. Définitions (*). — Une famille de triplets d'un ensemble quel- 


(1) On suppose le voisinage = suffisamment restreint et les plans P; suffisamment 
proches de M. 

(2) J. Mirncuet, Comptes rendus, 1. 197, 1933, p. 547. M. Bouligand a récemment utilisé 
ce résultat pour la recherche, sur une sphère, d'un ensemble ponctuel dont le biptg se 
réduit partout au seul plan tangent; ayant démontré qu'un ensemble qui, sur la sphère. 
serait parlout dense, ayant même biptg que sa fermeture, aurait un biptg complet. 
(puisque la fermeture est une orthosurface), M. Bouligand profite d’une extension qu'il a 
donnée aux résultats énoncés par M. Ch. Brunold dans sa Thèse, pour en conclure que 
l’ensemble cherché se laisse inclure dans un ensemble fermé punetiforme (Bulletin 
scientifique de l'École Polytechnique de Timisoara, 1934. t. 5, fase. 1-2). 

(3) J, Mincuet, Comptes rendus, t: 196, 1933, p. 547. 


Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fasc. 3. 
16% 


32 


242 JEAN MIRGUET. 


conque telle que la somme des sinus de chacun ait au moins une 
valeur limite non nulle, quand on considère dans cette famille des 
triplets à sommets de plus en plus voisins de M, sera désignée par 
famille régulière. 

L'ensemble des plans biparatingents issus de familles régulières 
en M est le biptg réduit, que nous désignerons par Ty. 


Proposition À : Le plan de deux demi-tangentes non alignées appar- 
tient à Ty. — Nous savons qu'il existe dans toute sphère de centre M 
un triplet M,M,M, dont la direction de plan et les deux côtés M,M, 
et M,M, sont aussi voisins qu’on veut des demi-tangentes et de leur 
plan. Or, le sinus de (M,M;, M,M,) ne tend pas vers zéro quand on 
réduit indéfiniment le rayon de cette sphère. | 


Proposition B : Si le pig se réduit à une droite, Ty est vide. — Car il 
n’existe pas, dans ce cas, de famille régulière. 


Proposition C : Tout plan de Ty contient deux paratingentes dis- 
tinctes. — Il contient, en effet, les limites de deux directions de cordes 
constamment distinctes. 


Proposition D : Un plan exclu de T, contient au plus, ou bien une 
demi-tangente ou bien deux demi-tangentes opposées ; s’il contient une 
ou deux demi-tangentes, la droite de support est la seule paratingente 
qu'il contienne. — S'il existait, en effet, une seconde paratingente, 
on pourrait indéfiniment trouver des triplets dont le plan tendrait vers 
le plan exclu, dont un côté tendrait vers la demi-tangente et un autre 
vers la seconde paratingente; le plan exclu serait limite de famille 
réguliére, ce qui serait contradictoire. 


37. Structures du biptg réduit des orthosurfaces, entraînant l'exis- 
tence et la répartition continue du plan tangent. — Les classes d’ortho- 
surfaces que nous allons définir ne différent pas, au fond, de celle 
obtenue par l'office du ptg : nous avons, d’ailleurs, fait remarquer la 
nécessaire planéité du ptg au cas d’un plan uniformément réparti. II 
s’agit donc d’une simple différence de méthode d'obtention. 

On va même trouver ici deux modes de raisonnement : une première 
méthode se rapportant à une structure assez générale de T, conduira 
à la planéité du ctg, puis à celle du ptg; c’est seulement de cette pla- 
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néité du ptg que sera déduite la répartition continue du plan tangent : 
méme ordre logique, donc, que dans la méthode du ptg. Une seconde 
méthode, appliquée à un cas plus général englobant la précédente 
structure conduira d’abord à la répartition continue du plan du ctg, 
indépendamment de toute préoccupation du ptg. De cette répartition 
continue, découlera la planéité du ptg, conformément à la théorie 
générale évoquée à l'instant (cf n° 30). 

Premier cas : Ont un plan tangent continu, les surfaces à pig incom- 
plet telles que la réunion des plans de Ty, en chaque point M (exclu des 
bords) laisse échapper un pinceau conique solide. 


En effet, toute droite A’MA intérieure à un tel pinceau est exclue 
du ptg; sinon, comme il existe forcément des demi-tangentes de la 
surface hors de A’MA, le plan déterminé par A'MA et une de ces demi- 
tangentes appartiendrait, contrairement à l'hypothèse, à Ty. Donc, 
A'MA est entièrement entourée de directions exclues du ptg; on sait, 
dans ces conditions, que toute parallèle à A’MA qui s’approche indéfi- 
niment de M, finit par contenir un point de la surface qui tend vers M; 
par suite, tout demi-plan x, issu de A’MA, contient une demi-tangente 


_ etune seule (proposition A). Toutes ces demi-tangentes sont coplanaires : 


sans quoi, un plan P;, parallèle à A’MA, tendant vers M en restant 
parallèle à lui-même et en rencontrant trois demi-tangentes non copla- 
naires en H; K; L;, contiendrait constamment un triplet à sommets 
voisins de H;, K; et L;, dont un sinus ne tendrait pas vers zéro et la 
direction de P serait limite d’une famille régulière. 

Vu cette planéité du ctg, il n'existe aucune paratingente hors du 
plan du ctg : en effet, le plan de A’MA et d’une paratingente étrangère 
au ctg serait exclu de Ty; cependant, devant contenir cette paratin- 
gente et son intersection avec le contingent, il ne pourrait échapper à 
T,. Donc, le paratingent est plan | par surcroît, on voit que T, se réduit 
au plan du contingent (proposition C)]. De cette planéité du paratingent 
découle la répartition continue du plan tangent. 


38. Cas général. — Ont un plan tangent continu, les surfaces à 
paratingent incomplet dont le biparatingent réduit Ty laisse échapper 
tous les plans extérieurs à un cône de révolution y en chaque point M 
exclu des bords. 
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Si toute droite menée de M hors du cône y était une paratingente, il 
n’existerait pas de demi-tangente hors de y (proposition D); le ctg, qui 
est un continu, serait donc tout entier dans ou sur l’une des nappes 
du cône y et il existerait (à cause des directions exclues du paratin- 
gent) un second cone de révolution, intérieur au premier, auquel le 
ctg serait extérieur. En raison d’une telle structure du contingent, les 
plans extérieurs à y seraient limites de familles régulières, contraire- 
ment à l'hypothèse. 

Soit donc A’MA une droite extérieure à y, exclue du paratingent ; 
elle serait entourée de droites exclues; dès lors, tout demi-plan x, issu 
de A’MA et extérieur à y, contient une demi-tangente et une seule; en 
remarquant que la section de la surface par chaque demi-plan = est un 
continu, on voit, en procédant comme dans le premier cas (n° 37), que 
toutes les demi-tangentes, extérieures ou non à y, sont coplanaires. 

Enfin, aucun plan, issu de A'MA et extérieur à y, ne contient 
(d’après D) de paratingente étrangère au contingent en M. Ceci posé, 
aux points voisins de M, le biparatingent réduit ayant par hypothèse 
la même structure à exclusions qu’en M, le contingent y demeure 
plan. Le plan du ctg en un point M;, qui tend vers M, a forcément 
pour limite le plan du ctg en M : en effet, la limite du ctg en M; est 
englobée dans le ptg en M; les demi-tangentes en M;, dont la limite est 
dans un plan issu de A’MA et extérieur au cône y, tendent donc vers 
des paratingentes qui, d’après D, s’incorporent au ctg en M; il existe 
donc deux demi-tangentes distinctes en M; qui tendent, en restant dis- 
tinctes, vers le plan du ctg en M; leur plan (ctg en M;) tend vers 
le ctg en M; d’où la répartition continue annoncée. 


a — aor 
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DIVERS POINTS DE GÉOMÉTRIE RÉGLÉE 


Par M. GEorces BOULIGAND. 


1. Les contributions de M. Jean Mirguet à la théorie du contact du 
premier ordre m’incitent à revenir sur les ensembles de droites, consi- 
dérés par cet auteur au début de son important travail lorsqu'il établit, 
dans l’espace usuel à trois dimensions, qu'en chaque point d’un con- 
tinu ponctuel le paratingent est un continu de droites. Ce résultat,. 
accompagné de la semi-continuité supérieure d’inclusion du paratin- 
gent implique, ainsi que je l'ai noté aux Comptes rendus ('), la pro- 
priété pour la collection de toutes les paratingentes à un continu ponc- 
tuel borné, en ses divers points, d’être aussi un continu de droites, au 
sens jordanien : ensemble fermé non décomposable en deux ensembles 
fermes disjoints. Cette option m’écarte de la voie suivie par M. Jean 
Mirguet, qui considère avec Cantor un continu comme un ensemble 
fermé bien enchaîné, et porte ainsi son attention vers les chaines 
ayant des droites pour éléments. 

Une telle divergence peut sembler négligeable devant la possibilité, 
connue de longue date, de ponctualiser l’espace réglé, c’est-à-dire de 
le mettre en correspondance continue et biunivoque avec un espace 
ponctuel distancié, lequel sera d’ailleurs compact en lui-méme si l'on 
s’en tient, comme il est indiqué dansle genre d'applications ci-dessus, 
aux droites ayant au moins un point commun réel avec une certaine 
sphère. Dans un tel espace, pour deux ensembles fermés disjoints, la 
borne inférieure de la distance d’un point du premier à un point du 
second est réalisée par au moins un couple dont les points appar- 


(1) Tome 196, 12 juin 1933, p. 1767-1768. 
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tiennent respectivement à nos ensembles, cette borne est donc posi- 
tive (et non nulle). Dés lors, continu au sens de Cantor et continu au 
sens de Jordan sont notions identiques : car, une décomposition de 
l'ensemble fermé K en deux ensembles fermés G et H disjoints exige 
pour un côté d’une chaine entre un point de G et un point de H une 
longueur supérieure ou égale à la distance de ces ensembles; et inver- 
sement, si une chaine joignant deux points a, 6 de K doit avoir un 
côté surpassant /, il suffit de prélever sur K l’ensemble de ses points 
qu'on peut unir au point a par des chaines ayant leurs sommets surK, 
leurs côtés inférieurs à /, pour avoir une décomposition de K en deux 
ensembles fermés distants de plus de /. Nier la continuité dans l’un 
des sens, c’est donc aussi la nier dans l’autre, ce qui justifie l’asser- 
tion précédente. 

Les difficultés qu’on peut rencontrer proviennent du fait que la ponc- 
tualisation de l’espace réglé s’opérera, tantot en tenant compte du 
sens de parcours d’une droite, c’est-à-dire, attachant deux points dis- 
tincts à une droite parcourue dans deux sens différents, tantôt au con- 
traire, sans tenir compte de l'orientation, c’est-à-dire attachant tou- 
jours le même point à la même droite, quel que soit le sens dans 
lequel on la parcourt. 

Supposons qu'il s'agisse des droites menées par un point fixe O. Si 
l’on tient compte de l'orientation, il correspond à l’une de ces droites 
un point et un seul de la sphère de centre O, et inversement. Mais si 
l’on néglige le sens, notre gerbe de droites va se trouver équivaloir au 
plan projectif. Ces deux modes de ponctualisation, s'ils ne diffèrent 
pas au point de vue local, sont dissemblables au point de vue intégral : 
un grand cercle coupe la sphère, tandis que la droite du plan projectif 
équivalente au plan de ce grand cercle ne coupe pas le plan projectif. 

M'étant occupé de géométrie des ensembles de droites à deux 
reprises, en ne m’arrétant qu’à des propriétés locales ('), je n’avais 
pas eu l’occasion de souligner le point précédent. En revanche, dans 
le problème actuel, suis-je obligé dele faire entrer en ligne de compte, 
car la notion de continu est, par essence, de nature intégrale. 


RE ES SR EN EN CR Te 

(1) Voir d'une part l'/ntroduction à la Géométrie infinitésimale directe, p. 120-126, 
d'autre part une Note intitulée Sur la Géométrie des ensembles de droites (Bull. Soc. 
Roy. des Se. de Liége, n° 12, 1932, p. 238-242). 
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Cherchons si un continu, dans un mode de ponctualisation, reste un 
continu dans l’autre mode. 


2. Pour préciser la question, envisageons l’ensemble des droites 
ayant au moins un point réel commun avec une sphère de centre O et 
de rayon R. Lorsque nous prendrons l’une de ces droites en la dotant 
d'un sens, nous pourrons convenir de la déterminer par un vecteur AB 
allant d’un point A de la surface de la sphère de centre O et de rayon R 
à un point B de la surface de la sphère de centre O et de rayon 2R, 
langle OAB étant obtus ou droit ('). Par contre, pour définir une de 
nos droites indépendamment de son sens, nous donnerons ses deux 
points de rencontre B et B’ avec la sphère de centre O et de rayon 2R 
(dans un ordre indifférent), étant entendu que la distance rectiligne BB’ 


est au moins égale à 2R 3. La ponctualisation se réalise dans le pre- 
mier cas en accouplant A et B, qui se présentent comme des sortes de 
projections (sur nos deux sphères) d’un point d’un espace à quatre 
dimensions, et dans le second cas, en accouplant B et B’. 

Il s’agit de répondre aux deux questions suivantes : 


- 1° Un continu d’éléments (A, B) est-il un continu d'éléments (B, B’)? 
2° Un continu d'éléments (B, B’) est-il un continu d’éléments (A, B)? 


Dans ce but, nous pourrons tabler sur le fait que l’espace des élé- 
ments (A, B) et celui des éléments (B, B’) jouissent chacun de l’apti- 
tude à être distancié et de la propriété : compact en sot. On peut donc y 
utiliser indifféremment, pour un continu, la définition de Cantor ou celle 
de Jordan. En prenant sur un continu formé d’éléments (A, B) deux élé- 
ments particuliers, nous pourrons donc former une chaine arbitraire- 
ment resserrée entre ces deux éléments : en appelant B’ le second point 
de rencontre de la droite AB avec la sphère de centre O et de rayon 2R, 
nous en déduirons une chaine d’éléments (B, B’) entre les deux qui 
proviennent de nos éléments (A, B) particuliers. La premiére question 
se résout donc affirmativement. 

Prenons maintenant un continu d'éléments (B, B’), étant bien 
entendu que l’ordre des éléments d’un couple est indifférent. Prenons 


(1) Grace à cette convention, à chacune de nos droites munie d’un sens, il correspond 
un seul point À et un seul point B. 
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deux éléments particuliers de ce continu : entre ces éléments, nous 
pouvons trouver une chaine arbitrairement resserrée d’éléments de 
même nature. Si nous orientons l’un des éléments de la chaîne, les 
autres éléments vont prendre de proche en proche une orientation 
concomitante, l’angle de deux droites consécutives de la chaine deve- 
nant nécessairement aigu lorsque la chaîne se resserre d’une manière 
suffisante et cela nous permettra de passer à une chaine d’élé- 
ments (A, B), qu'on peut resserrer elle aussi ad ltbitum en resserrant 
la première. 

[1n’yadonc finalement aucune différence entre un continu de droites, 
qu'on tienne compte ou non de l'orientation de ces droites. Mais il était 
essentiel d'établir cette propriété, le fait d'orienter ou non les droites 
se répercutant, comme nous l’avons vu, sur la topologie en grand de 
l’espace réglé, notamment en ce qui concerne les coupures. 


3. Complétons cette preuve d’équivalence par diverses remarques. 
Si à chaque droite D d’un continu de droites de la catégorie précé- 
dente, on attache un point P qui, situé sur cette droite, en soit 
fonction continue, le point P décrira un continu ponctuel. Car l’en- 
semble des positions de P est un ensemble fermé et sa décomposition 
éventuelle en deux ensembles fermés disjoints entrainerait une 
décomposition analogue pour l’ensemble de nos droites. 

On montre aussi que, sur la sphère de centre O et de rayon R, 
l’ensemble formé des traces (B tant que B’) des droites de notre con- 
tinu réglé se compose d’un ou deux continus ponctuels. En effet, 
appelons T cet ensemble. Si nous avions une décomposition 


LT Titi, 2 RE 


en ensembles fermés disjoints, nous aurions à distinguer les droites D;; 
ayant simultanément leurs deux traces dans T; et les droites D,; ayant 
une trace dans T;, l'autre dans T;. Les ensembles tels que D; et D;, 
seraient, dans l’espace réglé, autant d’ensembles fermés disjoints. En 
cas de décomposition de T il est donc impossible, d’une part que cer- 
taines de nos droites aient leurs traces dans un même constituant, 
d'autre part qu'il y eùt plus de deux constituants. Ce qui justifie le 
résultat annoncé. 


— 
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4. Nous terminerons en établissant la continuité, dans l’espace réglé 
de la collection des paratingentes d’un continu ponctuel en ses divers 
points. 

Comme nous l'avons rappelé, le paratingent jouit de la semi-conti- 
nuité supérieure d’inclusion (en abrégé S. C. I.), c’est-à-dire qu’étant 
donnée une suite quelconque de points M; tendant vers le point M, 
toute droite d’accumulation de paratingentes en M; est une paratin- 
gente en M. Grâce à la S. C. I., la réunion des paratingentes issues des 
divers points M de K est un ensemble fermé. Soit en effet D une droite 
d’accumulation de certaines paratingentes : ou bien, elles partent de 
points de K en nombre fini ('), elles n’ont donc pas de droites d’accu- 
mulation ne passant pas par l’un de ces points, donc les points en 
question sont sur D, laquelle appartient au paratingent de chacun de 
ces points, vu qu'il est fermé; ou bien les paratingentes dont D est 
droite d’accumulation sont relatives à un ensemble infini de points 
de K; cet ensemble aura ses points d’accumulation sur K ; dès lors, de 
chaque suite de paratingentes, d’origines quelconques, tendant vers D, 
on peut extraire une nouvelle suite telle que les origines correspon- 
dantes tendent vers un point de K; en vertu de la S. C. I., la droite D 
qui est limite d’une suite de paratingentes relatives à cette suite con- 
vergente de points est elle-méme une paratingente, ce qui justifie 
l'énoncé en italique. 

De là, il est maintenant facile de tirer le résultat que nous avons en 
vue. Supposons un instant que le système total des paratingentes de K 
puisse se décomposer en deux ensembles fermés disjoints. Alors, en 
tant que continu (insécable d’une telle manière) le paratingent en 
chaque point se trouverait nécessairement inclus dans l’un de ces deux 
ensembles. Donc la décomposition supposée impliquerait celle de 
l'ensemble ponctuel K en deux ensembles fermés sans point commun, 
ce qui est impossible, puisque K est un continu. 

Notre théorème est donc établi. 


(*) Donnant chacun naissance à au moins une suite infinie de paratingentes tendant 
vers D. 
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ÉQUATIONS A INTEGRALES PRINCIPALES | 


ETUDE SUIVIE D'UNE APPLICATION (1) 


-Par M. GEorGes GIRAUD. 


Introduction. 


La notion d’intégrale principale a été introduite par Cauchy pour 
les intégrales simples. Cette notion se présente d’une façon toute 
naturelle dans la théorie des fonctions harmoniques de deux variables : 
si l’on considère une telle fonction, représentée par un potentiel 
logarithmique de simple couche, et si l’on veut calculer la dérivée de 
cette fonction, en un point de la courbe-support, suivant la tangente 
à cette courbe, le résultat s'obtient, moyennant certaines hypothèses 
de régularité, en dérivant sous le signe d'intégration et en regardant 
l'expression obtenue comme une intégrale principale au sens de 
Cauchy. Ce résultat s’étend aux solutions des équations du type ellip- 
tique à deux variables. 

Le problème des marées dans un bassin limité par des falaises 
verticales a amené l’abbé Bertrand (?}, suivant une voie ouverte par 


(:) Ce travail était à l'impression quand MM. Hadamard et Vessiot ont bien voulu me 
signaler des travaux de M. Tricomi, se rapportanf au même objet; mentionnons les sui- 
vants : Sulle equazioni linearti alle derivate parziali di 2° ordine di tipo misto (Memorie 
della R. Accademia dei Lincei, 5° série, t. 14, 1923, p. 133 à 247), spécialement Chap. VI, 
§ 6, p. 220 et suivantes; Æquazioni integrali contenenti il valor principale di un integrale 
doppio ( Mathematische Zeitschrift, t. 27, 1927, p. 87 à 133). Une Note aux Comptes 
rendus (t. 199, 1934, p. 473 à 475) complète le présent travail. 

(2) Gaston Bertranp, La théorie des marées et les équations intégrales, Thèse, parue 
dans Ann. sc. Ec. Norm. sup. t. 40, 1923, p. 151 à 258, spécialement p. 201 à 247. 
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Poincaré, à un remarquable problème relatif aux fonctions harmo- 
niques de deux variables : sur la frontière d’un certain domaine, dans 
lequel cette fonction doit être harmonique, on impose à l'inconnue de 
posséder une dérivée donnée suivant une direction donnée, non tan- 
gente et non forcément partout normale à cette frontière. En cher- 
chant areprésenter la fonction inconnue par un potentiel logarithmique 
de simple couche, on parvient à une équation qui, au premier abord, 
ressemble à une équation de Fredholm, mais l’inconnue y figure sous 
une intégrale principale de Cauchy. Complétant et rectifiant les 
recherches de Poincaré, l'abbé Bertrand établit que, par le procédé 
classique de l’itération, les équations de cette sorte se changent en de 
véritables équations de Fredholm, remarque qui ouvre la voie pour 
résoudre le problème donné. Cependant, outre que l’abbé Bertrand 
se bornait au cas où toutes les données sont analytiques, il n’étudiait 
pas les cas où l'équation de Fredholm obtenue devient impossible ou 
indéterminée; ces cas sont, il est vrai, exceptionnels, mais il est 
nécessaire de les considérer : c’est ainsi que la fonction de Green 
recherchée par l’abbé Bertrand est toujours inexistante, comme on 
peut le conclure du Chapitre IV du présent travail, en remarquant seu- 
lement que le probléme homogéne correspondant admet pour solution 
une constante quelconque. Au reste l’abbé Bertrand a lui-même 
remarqué cette inexistence dans un cas particulier ('), et il a indiqué | 
un moyen de traiter le problème des marées dans ce cas parti- 
culier. 

D'autre part des questions analogues se posent aussi pour un plus 
grand nombre de variables. En particulier les dérivées tangentielles, 
dans le cas d'un potentiel de simple couche correspondant à une équa- 
tion générale du type elliptique à un nombre quelconque de variables, 
s'expriment à l’aide d’une certaine généralisation des intégrales prin- 
cipales simples. 

Dans le premier Chapitre de ce travail, après une définition très 
générale des intégrales principales, on introduit des noyaux d’inté- 
grales principales étendues à des variétés closes à un nombre quel- 
conque de dimensions; on suppose que ces noyaux sont continus 
PE ES OT AE ae D 

(1) Zbid., p. 234 à 239. 
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quand les deux points variables sont distincts : mais quand ces points 
viennent à se confondre, le noyau devient non borné, et il y a lieu 
d'introduire le passage à la limite qui caractérise les intégrales prin- 
cipales. On pourrait aussi, comme l’a fait M. Picard pour les intégrales 
simples ('), considérer des noyaux pourvus de singularités fixes de 
ce type : mais les problèmes visés, relatifs aux équations du type 
elliptique, introduisent des singularités mobiles, comme celles qui 
sont étudiées ici. Cette étude ne suppose pas que les différentes données 
sont analytiques; on suppose seulement qu’elles remplissent certaines 
conditions de Hôlder; il serait intéressant de chercher à remplacer 
celles-ci par des conditions plus générales (?). On voit notamment, 
dans le cours de ce premier Chapitre, le caractère général d’un phéno- 
mène analytique, relatif à la composition de deux noyaux d’intégrales 
principales, et déjà signalé pour les intégrales simples par Poincaré et 
par l’abbé Bertrand. 

Dans le second Chapitre, on étudie spécialement l’itération d’un 
noyau du type qui se présente à propos des équations du type ellip- 
tique; c’est l’occasion de retrouver le principal résultat de l'abbé 
Bertrand. 

Dans le Chapitre III sont enfin abordées les équations à intégrales 
principales, pour les mêmes types de noyaux. L'idée directrice est 
d'appliquer à l’équation intégrale une opération analogue à l’itération, 
mais dépendant d’un nouveau noyau qu’il faut choisir de façon que la 
nouvelle équation soit du type de Fredholm; cette opération est iden- 
tique à l’itération dans le cas des intégrales simples, mais non dans 
les autres cas. L'étude n’est faite complètement ici que pour les inté- 
grales simples et doubles; on verraque, dans ces cas, les trois théorèmes 
fondamentaux de Fredholm sont encore valables, pourvu qu’on exclue 
deux coupures symétriques par rapport à l’origine et tracées sur l'axe 
purement imaginaire du plan de la variable complexe À, qui est en 
facteur devant l'intégrale de l'équation donnée (®). Cerésultat s'applique 
ont ats Mat OT Vos PAL ton RE. SE hd ft Lo a RE 


(:) Émie Picarp, Sur les équations intégrales de troisième espèce (Ann. se. Ee. 
Norm. sup., t. 28, 1911, p. 459 à 472); dans ce mémoire, les intervalles d’exe!usion sont 
plus généraux que ceux qui donnent tes intégrales principales de Cauchy. 

(2) Comptes rendus, t. 196, 1933, p. 595 à 597. 

(3) Dans un prochain travail, on montrera que, pour les équations à intégrales princi- 

Le? 
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aussi à certains systèmes d'équations intégrales, utiles pour les équa- 
tions du type elliptique. Pour certaines équations de première espèce, 
avec intégrales principales simples, les trois théorèmes fondamentaux 
de Fredholm continuent à s'appliquer; mais si l’on est dans le cas d’un 
pôle du noyau résolvant, ce pôle est toujours simple. Un exemple 
montre que les procédés ici employés peuvent ne pas réussir pour 
d’autres types de noyaux d’intégrales principales doubles. 

Enfin dans le Chapitre IV ces résultats sont appliqués à la solution 
de certains problémes relatifs aux équations du type elliptique 4 deux 
et a trois variables; ces problèmes comprennent comme cas particu- 
lier celui dont il a été question plus haut. On pourrait d’ailleurs traiter 
directement aussi des questions analogues relatives à certaines équa- 
tions intégro-différentielles à deux et à trois variables, la condition a 
la frontière pouvant être aussi intégro-différentielle ('); c’est à propos 
d’un problème de cette sorte que l’abbé Bertrand employait le détour 
d’un problème auxiliaire, relatif aux fonctions harmoniques; l’étude 
détaillée de ces équations intégro-différentielles est renvoyée à plus 
tard. On démontre ici que, si les cosinus directeurs de la normale à la 
frontière remplissent, par rapport aux paramètres, des conditions de 
Hôlder, et si toutes les fonctions qui figurent, comme coefficients ou 
comme seconds membres, dans l'équation aux dérivées partielles ou 
dans la condition à la frontière, remplissent des conditions de Holder, 
la discussion du problème est semblable à celle d’une équation de 
Fredholm; en particulier si le problème homogène correspondant n’a 
que la solution zéro, le problème donné a toujours une solution etune 
seule. Les hypothèses de régularité faites dans le Chapitre IV sont 
même un peu plus larges, mais alors l'opération du type elliptique 
doit être prise dans un sens généralisé, comme dans un travail anté- 
rieur (?). 


pales d'ordre au moins égil à trois et du type considéré ici, un noyau résolvant, méro- 
morphe par rapport à À dans un domaine qui contient l'axe réel, continue d'exister, de 
sorte que les tro:s théorèmes fondamentaux de Fredholm subsistent dans ce doma’n>. Les 
résultats du Chapitre IV du présent travail seront ainsi étendus aux équations du type 
eliptique avec n’importe combien de variables. 

(1) Comptes rendus, 1. 194, 1930, p. 478-480. 

(?) Bull. Sc. math., t. 86, 1932, p. 248 à 272, 281 à 312, 316 à 352, et Errata p. 384. 
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CHAPITRE I. 


PRELIMINAIRES. 


1. Noyaux sommables et remplissant des conditions de Hôlder. — 
Soit G(X, =) une fonction de deux points dans l’espace à m dimen- 
sions (m2r). Nous aurons souvent à envisager le cas où cette fonction 
posséde les propriétés suivantes : 


Elle est continue quand X et & sont distincts et appartiennent à un 
certain ensemble borné et fermé; de plus il existe un nombre positif i, 
au plus égal à m, tel qu’on ait (') 

G(X, 2) = O[L*-™(X, =)] (o< Asm; L=distance); 


enfin il existe un nombre positif h, au plus égal à un et à À, tel qu’on 
ait 

G(X, Æ) — G(Y, 2) = O[LA(X, Y) P=] (o< hi, hgh), 
en désignant par l, ou par I(X, Y, &), la plus courte distance du 
point & au segment de droite XY. 


Si ces hypothèses sont remplies, elles demeurent remplies quand on 
y remplace À par n'importe quel nombre positif inférieur 4. En effet 
soit g un nombre déterminé, positif et inférieur à un. Si 
L(X, Y)28L(X, =), 
il est évident que 


G(X, E)—O[LA(X, Y) D(X, 3)] = O[LAX, YP"), 


car on a /<L(X, &)); la même limitation a lieu pour GCY, =), et par 
suite l'inégalité visée est vraie dans ce cas. Si L(X, Y) <<gL(X, =), 


Ona 
L(X, £)2/2L(X, Z) —L(X, Y) > (1— g) L(X, =) ]; 


—— 


(1) On emploie le symbole de Landau : z = O( 7) signifie que est borné: z=0(y) 


sigaifie que tend vers zéro, 
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donc, sio<#<h, 
G(X, Z) — G(Y, E)— O[LA(X, Y) L(x, Z)]= O[LE(X, Y)LA-t-m(X, E)] 
— O[LA(X, Y)A-Em], : 


et notre vérification est terminée (*). 
Cette hypothèse est vérifiée si, par exemple, G est du type 


[w(X) —(Z)]6'(X, =), 


où G’ vaut O(L-"), pendant que les (a —1,2,...,/n) existent et 
valent O(L-'~”), et que æ remplit une condition de Hôlder avec 
l’exposant À (ici et dans la suite, les coordonnées ou les paramètres 
qui correspondent à un point X sont désignés par les minuscules 
correspondantes affectées d’un indice, æ,). 


2. Théorème. — Soit H(X, =) une fonction de deux points X et = de 
l’ensemble borné et fermé K, dans l'espace à m dimensions (m21); on 
suppose que cette fonction est mesurable par rapport à X, quel que soit &, 


et que 
HX, ay) =e OTER AIX EE )] (o<psm). 


Soit G(X, =) une autre fonction, qui remplit dans E les hypothèses du 
paragraphe 1 ; on pose 


(772) 


F(X, =)= f G(X, A)H(A, Z)dV, — [dVs—d (ay, ..-, am)l. 
E 


Je dis que, sih+u%<m-+h, ona 
F(X, &) — F(Y, 2) = O[L4(X, Y)Pt+e-=] A+ pcm h), 


k étant n'importe quel nombre positif au plus égal à h, inférieur a> et 
supérieur à h +- .— my; sih+ 2 >m, F(X, =) remplit par rapport à X 
une condition de Hôlder indépendante de =, avec n'importe quel expo- 
sant au plus égal à h et inférieur à À + 2 — m. 


Re Ce CEE EE EE PE CURRENT EE PAP NE De Fen TES 


(') L'hypothèse reste remplie après tout changement de variables, du type du para- 
graphe 6. : 


mn Ay AEA . 
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Considérons d’abord le cas où l’on a 
4L(X, Y)<L(X, €). 
Les parties de F(X, 2) et de F(Y, =) qui viennent du domaine 
L(X, A<aL(X, Y) 
valent O[L(X, Y)Le-"(X, &)] et a fortiori O[LE(X, Y)I-—"], 


Dans le domaine 2L(X, Y) << L(X, A)< LOGE), on écrit 


G(X, A) — G(Y, A) =: O[L’(X, Y) b-"(X, A)],  H(A,E)—OJLu-"(X, E)], 


et l’on trouve ainsi que la partie correspondante de F(X, =) — F(Y, =) 
a encore la limitation précédente Shs ici qu’intervient l’inéga- 


lité £< À). Dans le domaine L(E, A) ge LOGE), on écrit 
G{X, À) — G(Y, ÉD Tete H(A, 2) —O[LH-" (=, A)]. - 


et l’on a encore la même limitation. Enfin dans le reste de E on a 


A L(X, = L(X, = 
L(z, A)> eee LOX AA) — ao, 
et par suite 
Alien er 


on a donc à intégrer O[L"(X, PL (x, A)|;siAtucm+h, 
cela donne toujours la même limitation; si A+ 4 >m, la fonction à 
intégrer peut aussi étre écrite sous la forme 


Of Lé(X, Y) Deen Xy Ay] (koh, k<h+p—my), 


et l’on voit ainsi que 
F(X, 2) —FY, £)—O[LX, Y)]. 


11 faut maintenant considérer le cas où l’on a 


4L(X. Y)> L(X, =). 


On peut supposer qu’on a en outre 4L(X, Y) > L(Y, ©), sinon les 


raisonnements précédents s’appliqueraient mutatis mutandis. De plus 


Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fasc. 3. 3/ 


17% 
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il suffit de se borner au cas où l’on a À+ 2m, car autrement on 


remarquerait que 
F(X, &)= O[E*?-“(X, =)], 


et l’on raisonnerait comme au paragraphe 1. Si À+ 2m, la partie 
de F(X, =) qui provient de la région 


p(x, à) te HE 

vaut 

O[LA(X, Y)P+—"—*]  sil+p<m+k, 
O[LA(X, Y)] siA+p >2m+k. 


Dans la région L(E, A) << Rs) la même limitation est valable. La 


O[LH-m(X, E)]= 


partie de F(X, =) qui correspond à la partie restante de la région 


L(E, A) <8L(X, Y) 


s’obtient en intégrant O[L\#-?"(E, A) et elle vaut par suite 
O[Liu-m(X, Y)] 

à > 6L(X, Y : . 
si k+u>m, ou O log Tx => | si À+u—m; dans le premier 
cas on retrouve les limitations précédentes; dans le second, on 

k 
remarque que, pour æ >1, on a logæ< D d’où le même résultat. 


Ainsi ces limitations sont valables pour les parties de F(X, ©) et 
de F(Y, =) qui proviennent de la région L(E, A) << 8L(X, Y). Dans 
la région 
Ne L(=, A)>8L(X, Y), 
on écrit 
G(X, A)— G(Y, A)—O[LA(X, Y) D(x, A) |, 
car 
L(X, A)2L(E, A) %+ L(X, =) > 4L(X, ¥); 


on peut aussi, dans cette limitation, remplacer L( X, A) par L(&, A), 
car ona L(E, A) > 2L(X, &); ainsi l’on doit intégrer 


LA(X, Y)O[Lktu-t-im (5, A)} 


dans la région L, > L(#, A) >8L(X, Y), en désignant par L, une 
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longueur supérieure au maximum de L(S, A) quand A et © varient 
dans E : on achève ainsi de vérifier la limitation annoncée. 

Comme cas particulier, nous voyons que si À + u est inférieur à m, 
la fonction F satis fait aux hypothèses du paragraphe 1, à condition de 
diminuer h s’il est égal à À. 

Si H est indépendant de &, le théoréme s'applique en prenant y = m; 
F remplit donc une condition de Hélder avec l’exposant h si h <i. 
Dans certains cas, où h est égal à X, l’exposant de cette condition de 
Hôlder peut encore être pris égal à À (*). 


3. Nouvelles hypothèses, — I] arrivera que nous ayons besoin d’in- 
tégrer tantôt par rapport au premier point, tantôt par rapport au 
second. Pour ce motif, et pour un autre qu’on verra plus loin, nous 
serons amenés à supposer que les hypothèses du paragraphe 1 sont 
remplies dans les deux cas par la fonction G(X, =). 


4. Intégrales principales. — Soit E un ensemble borné et fermé de 
l’espace à m dimensions, contenant les ensembles mesurables E(n) 
(n=1, 2, ..., 0) dont chacun est compris dans le précédent et dont 
les mesures tendent vers zéro. Considérons une fonction F(A), non © 
sommable sur E, mais sommable sur chacun des E—E(n); s’il arrive 


que lim f FdV existe, cette limite peut être nommée l'intégrale 
ne de i dans F et étre désignée par la notation ordinaire 

Fav; mais la famille des ensembles d’exclusion E(n) doit être 
RTE Il n’est pas nécessaire d’avoir seulement un ensemble 


dénombrable d’ensembles d'exclusion; ceux que nous allons intro- 
duire pourront varier d’une façon continue. 

Soit par exemple F(A) une fonction positivement homogène (*) et 
d'ordre — » par rapport aux coordonnées de A, l’origine des coor- 


(1) Voir Ann. sc. Ec. Norm. sup., t. 49, 1932, p. 1 à 104, et 245 à 308, spéc alement 
Chapitre I, paragraphe 1 et paragraphes 7 à 9, p. 3 et 4 et 9 à 13. Voir aussi EBERHARD 
Horr, Math. Annalen, t. 34, 1931, p. 194 à 233, spécialement p. 197 à 206. 

(2) C’est-à-dre que si l'on multip'ie les variables par un même facteur positif ¢, la 
fonetion est multipliée par £". 
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données étant intérieure à E; on suppose que cette fonction est con- 
tinue partout ailleurs qu’en O, et qu’il existe une isi quadratique 


définie positive Z,,8A,,84,48 telle que l’intégrale fir FdV étendue à 
la région 


(1) 1 Ze sAapaaag< Et (o<n<%) 


soit nulle quels que soient net € (condition remplie si la nullité a lieu 
pour un système particulier de valeurs de n et de C). Alors l'intégrale 
principale dans E sera, par définition, la limite de l'intégrale étendue 
à ce qui reste de E quand on exclut les régions 


(2) 24,8 4,34348 < 1° (n+>+0); 


cette définition, répétons-le, suppose que O est intérieur à E. La condi- 
tion indiquée est évidemment nécessaire et suffisante pour que les 
domaines d’exclusion (2) fassent tendre l'intégrale vers une limite. 
Si m=r, on retrouve les intégrales principales de Cauchy. 


5. Théorème. — Si F est une fonction positivement homogène et 
d'ordre — m, continue partout sauf en O, et st son intégrale étendue à 
la région (1) est nulle, on peut prendre comme régions d'exclusion 


(3) ZasAagasag< 7? + n° f(A), 


où f est une fonction de A valant O[L"(0, A)] (h> 0); la limite pour 
= 0 est indépendante du choix de f. 

En effet, puisque / est borné, L(O, A) vaut O(n); d’autre part, 
l'intégrale En |F | dV, étendue à la région 


0? Anti < Zu papas ag <n? + ky, 


où # est une constante, et où r est assez petit pour que le premier 


membre soit positif, vaut O(log; aes LE) =0O(7"); cela démontre notre 


proposition. 


6. Variétés closes. — Nous désignerons par Ÿ une variété close à 
m dimensions. Voici ce que nous entendons par là. Une certaine région 


em Secs 
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¥, de Y se compose de points définis par m coordonnées ou para- 
mètres 2,, Zi, .. -» Tm> et le point qui a les mêmes coordonnées dans 
l’espace euclidien à m dimensions peut lui-même varier dans une cer- 
taine région fermée et bornée &,. Une autre région Ÿ, de V se com- 
pose de mème de points définis par m coordonnées ¢,, 2, ..., tm, le 
point correspondant pouvant varier dans une autre région R,, bornée 
et fermée, de l’espace euclidien à m dimensions. Et ainsi de suite pour 
un certain nombre de régions VY, (n=1, 2, ...,n,), qui recouvrent 
tout Ÿ. Mais on veut que chaque point de ?, en particulier ceux qui 
sont sur la frontière d’un des ¥,, c’est-à-dire ceux qui correspondent 
à la frontière d’un des @,, soit intérieur à au moins un des ¥,; 
cela nécessite que certains points soient intérieurs à la fois à au moins 
deux régions Ÿ,. Supposons en particulier que Ÿ, et 7, aient une 
région commune; cela se traduira en indiquant la région de ®, et la 
région de R, qui correspondent à cette région commune, et en indi- 
quant aussi les fonctions a, de t,, t,, ..., tm (a —1, 2, ..., m) qui 
définissent la correspondance entre les deux systèmes de variables; 
cette correspondance devra être biunivoque entre les régions consi- 
dérées de R, et de R,; nous supposerons de plus que les dérivées de 
ces fonctions x, des variables tg existent et remplissent des conditions 
de Hélder avec un exposant / qui devra être le même pour toutes les 
fonctions analogues servant à établir la correspondance entre deux 
régions Ÿ, qui ont une partie commune; les jacobiens ne devront 
s’annuler nulle part. Quand on aura indiqué tout cela, on aura défini 
la variété close Ÿ; le mot clos signifie ici qu’il n’y a pas de frontière : 
l’ensemble ¥ est à la fois fermé et ouvert, puisque tous ses points lui 
sont intérieurs. Cette variété Ÿ n’est pas nécessairement d’un seul 
tenant; nous devrons toutefois supposer qu'aucune de ses parties 
n’est unilatère ('). En conséquence nous supposerons que tous les 
jacobiens des transformations par lesquelles on passe d’une région Ÿ, 
à une autre, sont positifs. 

Nous nous donnons en outre sur ¥ un eertain tenseur d’ordre m, 
covariant et symétrique gauche, dont la composante est positive quand 


(2) Voir Ann. sc. Ee. Norm. sup., t. 43, 1926, p. 1 à 128, spécialement Chap. J, para- 
graphe À, p. 6; plus loin, pour la définition du sens suivant lequel une intégrale est prise, 
se reporter au paragraphe 2, p. 7. 
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les indices sont pris dans l’ordre naturel ; Q sera cette composante posi- 
tive; on suppose que Q remplit dans chaque ®, une condition de 
Holder avec l’exposant À. Dans la région commune aR, eta R, ona, 
par définition de ce tenseur, 


A( 24, Xs,» Zm) Qs 
; 


De 
FE ONCE | 


Q, et Q, étant les expressions qui correspondent respectivement aux 
variables x, et aux variables tg. Alors 


(4) AT, De, > - 5) Sale ay 


sera, par définition, la mesure d’un regen de % dans %, ; définition 
semblable dans les autres ?,. : 


7. Fonctions définies par des intégrales principales étendues à une 
variété close. — Soit d’abord p(A) une fonction d’un point A de la 
variété close Ÿ. Nous supposons que cette fonction est hôlderienne, 
c’est-à-dire que les fonctions de m variables qui la représentent dans 
chacune des régions ®,, sont toutes hélderiennes. D’après les hypo- 
thèses du paragraphe précédent, l’exposant hélderien est le même 
pour les différentes représentations de £ qui correspondent à une 
région commune à deux ou à plus de deux ¥,,,. 

Soit maintenant G,(X, =) une fonction de deux points X etEde ?, 
remplissant les hypothèses du paragraphe 1, donc en particulier con- 
tinue quand X et & sont distincts, et valant O[L:"(X,Æ)](0 << A<m) 
si X et Æ sont assez voisins pour appartenir à un même %,, cas où la 
distance sera évaluée dans la région euclidienne correspondante &, : 
si X et Æ font à la fois partie d’au moins deux ?, distincts, il est clair 
que l'hypothèse remplie avec les paramètres de l’un entraine qu'elle 
est remplie aussi avec les paramètres des autres. La condition 


G,(X, A) — G,(Y, A) =O[L4(X, Y)P-"]  (o<h<r, AS2) 
devra avoir lieu si X, Y et A appartiennent à un même ®,, le seg- 
ment XY étant rectiligne dans R,; si X et A n’appartiennent pas à un 


même %,, on suppose que G, est, relativement à X, hôlderien avec 
l’exposant k. Cette fonction G, pourra être définie et remplir ces con- 
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ditions sur Ÿ entier ou seulement sur une région de ¥. Dans certains 
cas, nous supposerons que G, remplit les hypothéses du paragraphe 3, 
soit sur Ÿ entier, soit sur région de %, c’est-à-dire que les hypothèses 
précédentes restent remplies après échange des rôles des deux points. 
Quoi qu’il en soit, la fonction 


(mn) 
(5) QE | G,(X, A)p(A) dVa, 


ou dV est défini comme à la fin du paragraphe précédent, est bien 
définie pourvu qu’on précise le sens de suivant lequel l'intégrale est 
prise : ce sens sera défini par n'importe lequel des systèmes de 
variables tels que æ,, 2, ...,æ,, qui sont attachés aux différentes 
régions Ÿ, (car on suppose que les jacobiens sont tous positifs). Cette 
fonction F, est hélderienne sur la région de ¥ où les hypothèses sont 
satisfaites et à laquelle l'intégrale est étendue (elle le serait même sie 
était supposé borné et mesurable sans plus); cette région peut com- 
prendre la totalité de ¥. 

Mais nous nous proposons de définir une fonction par une intégrale 
principale étendue à V. Pour cela nous devons nous donner sur Ÿ un 
tenseur double, covariant et symétrique, A, 8; ce n’est pas nécessaire- 
ment celui par lequel nous définirons, s’il y a lieu, une métrique 
sur Ÿ. Pour tout point X de %, nous supposons que la forme quadra- 
trique 2, 8A4.8(X)3,38 est définie positive (nous n’employons pas ici 
les notations tensorielles; notamment nous n’employons pas les 
indices supérieurs). Si les A,,g sont les composantes relatives aux 
paramètres a, de la région ¥,, et si les A. sont les composantes rela- 
tives aux paramètres ¢, de la région 2, on a dans la région commune, 


par définition des tenseurs, 


(6) Aap Ëy,5 Ay, Ô Oty dis 


Nous supposons de plus que les A, 8 sont, chacun dans la région cor- 
respondante, des fonctions hôlderiennes des paramètres correspon- 
dant à la région; l’exposant hôlderien est h. 

Soit maintenant G(X, =) une fonction de deux points X et Bde Ÿ. 
On suppose que cette fonction ou noyau est continue dès que X et = 
sont distincts, et qu’elle est hôlderienne avec l’exposant À relative- 
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ment à X si X et © n’appartiennent pas à un mème ¥,. Supposons 
maintenant que X soit intérieur à ¥,; alors si n est assez petit, la 
région $a : 
ie IN Er pAaB(X)(Za— ba) (xs — Ë8))<n° = (n>0) 
appartient à ¥,. En vertu de nos hypothèses, on prouve aisément 
l'existence d’une constante positive n,, indépendante de X variable 
sur Ÿ, et telle que, pour l’une au moins des régions ?, qui con- 
tiennent X, la région analogue à (7) soit intérieure à cette région %, 
dès quen << n,. On suppose qu’en tout point X de ¥, après avoir 
choisi une région ¥,, à laquelle X soit intérieur, la région Y, pour 
fixer les idées, on peut, dès que = appartient aussi à Ÿ,, écrire 

G(X, =)—G,(X, =) + G,(X, ©), 


où G, remplit les hypothèses du paragraphe 1, comme il a été dit un 
peu plus haut; quant à G,, il peut s’écrire 
G,(X; 2) = Gi[ a, — Ey, ...., Tu En): ORD) ty KA Il: 


les fonctions ¢,(q =1, 2, ..., p)remplissent par hypothèse des condi- 
tions de Hôlder avec l’exposant /; on suppose que les fonctions 
0G* 


Gi (0). sus Omer Pis ous Pp) et 
Ov, 


existent et sont positivement homogènes d’ordre — m par rapport 
à @,, Wo, «+, Om; ces fonctions sont d’ailleurs continues sauf quand 


0G : 
tous les w, sont nuls; on suppose encore que les Jo. existent et sont 
a 


continus, sauf quand tous les w, sont nuls; ces mêmes dérivées sont 
par suite positivement homogènes d'ordre — m—1 par rapport aux 
&,. Enfin on suppose que l'intégrale 


(772) 
f G,(X, A) d(a,, 16m), 


étendue à la région 
0? < Zap Aa GX) (La — Aa) (xs — ap) LE (0<n<E), 


est nulle. Alors l'intégrale 


(mn) 
(8) F(X)= | G(X, A)p(A)dVa 


y 
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peut être définie comme intégrale principale, les régions d’exclusion 
étant 
Za,8 Aa 8 (X)(Za— da) (xp ag) <n°  (n>0); 


on le voit en remplaçant successivement ¢(A) par e(X) et par 
e(A)— p(X), puis en ajoutant les résultats. On peut prendre aussi 
comme régions d’exclusion les régions plus générales qui se déduisent 
immédiatement des précédentes (§ 5), et, grâce à cette généralisation, 
il y a accord entre les différentes façons de définir les régions d’exclu- 
sion correspondant à un, point X qui appartient à la fois à plusieurs %,,. 

Dans une région commune à Ÿ, et à ‘V2, la fonction analogue à G, 


pour le système des variables tg est Gi] Bs(ta— ua) Gee GX) | où 


les ug sont les variables qui correspondent au point A; bien entendu 
les s,(X) sont exprimés à l’aide des variables ¢g. En effet si l’on regarde 
cette expression comme une fonction de X et des différences t3— us, 
elle est évidemment positivement homogène et d'ordre — m par rap- 
port à ces différences. Nous allons établir maintenant que 


* zTW d: fod 
Gi [ra — aa; en(X)]— Gil 2a(te— up) 535 ¢,(X)]—= O[L4-"(X, A)], 


résultat qui achévera notre démonstration. Il suffit mème d’établir ce 
résultat quand L(X, A) est inférieur à une longueur positive donnée r;; 


or on à 
C 


DX, a 
La Ga 38 (lp — up) 5, = Of L'+"(X,A)]; 


si donc on définit les y, par les relations 


on à 
L(X,Y)=O[L#(X,A)|; 


si L(X, A) est inférieur à un nombre r assez petit, on en déduit 
AGG dX AA 

et par suite la plus courte distance / de A au segment XY, tracé recti- 

lignement dans ®,, est supérieure à Sur la différence à évaluer 
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at al , 
vaut alors O(L(X, Y)F'-*]= Of L**(X, A)], 


ce qu’il fallait démontrer. . 
. Remarquons en outre que la fonction 


K(X, A)=G\[z:— Az; Pa(X)] — Gi[z.— ax; Pr(A)] 


remplit les hypothèses du paragraphe 3, à condition de prendre égaux 
à! les nombres désignés par À et par À dans l’énoncé de ces hypo- 
thèses. En effet on a d’abord 


K(X, A) = Of L’—™(X, A)]. 


D’autre part, si l’on suppose 2L(X, Y)<L(X, A), on trouve en 
appliquant le théorème des accroissements finis séparément aux deux 
parties de K 


K(X,A)— K(Y,A)—O[(LA(X, Y)L~*-"(X, A)]; 


la limitation de K donne aussi, toujours pour 2L(X, Y) << L(X, A), 


K(X, A) —K(Y, A) = O[L’"(X, A)]; . 


de ces deux limitations d’une même quantité, l’on conclut 


h 


K(X, A)— K(Y,A)—O[LE(X, Y)L-"(X,A)]. 


Ceci nous montre bien que la fonction K(X, A) remplit, par rapport 
au point X, les hypothèses du paragraphe 1; on vérifie de même ces 
hypothèses relativement au point A, de sorte qu’on est bien dans les 
hypothèses du paragraphe 3. 

Si donc G, remplit aussi les hypothèses du paragraphe 3, la fonc- 
tion G(X, A) satisfait aux hypothèses actuelles aussi bien par rap- 


port au point À que par rapport au point X (avec changement éventuel 
de 4 et deh). 


8. Condition de Holder remplie par la fonction représentée. — 
Nous allons prouver d’abord que, si X varie dans une région % inté- 
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rieure à Ÿ,, la fonction 


(/n) 
(9) G,(X, A) d(a,, ..., am) 


Vi 


remplit une condition de Hélder d’exposant A. Soit en effet n, un 
nombre positif tel que, si X varie dans %”, la région 


(10) 22,8 A4,8(X) (zx — dx) (xg — a3) <n? 


ne cesse pas d’appartenir à ¥, ; soit d'autre part &, un nombre positif 
tel que la région L(X, A) <{, appartienne à la précédente, quel que 
soit X dans ¥’. Donnons-nous deux points X et Y de 9, et suppo- 


sons L(X, Y) <=: L'intégrale prise au point X ne change pas si, du 


champ d'intégration, nous retranchons la région (10). D'autre part 
l'intégrale étendue à Ÿ, dont on a retranché (10), est une fonction 
hélderienne de Y avec l’exposant A, tant que Y reste dans la région 


L(X, Ya 
Il reste donc seulement à évaluer l'intégrale 
(an) 
{GY A)d(a, an) 


étendue à la région (10); or si l’on étend l'intégration à la région 

(11) 2o,3Aa,8(Y) (Ya — ax) (38 — a8) < 1G, 

le résultat est zéro; il suffit done d’intégrer dans la partie de (10) qui 
n'appartient pas à (11), puis dans celle de (11) qui n’appartient pas 
à (10), et de faire la différence. Au lieu d’exécuter directement cette 
opération, nous comparerons l'intégrale étendue à 


2a,3Aa,p(X) (Ja — aa) (¥p— a8) <5, 
d’abord à l’integrale étendue à (11), puis à l'intégrale étendue à (10). 


La différence avec l'intégrale étendue à (11) revient à une différence 
de deux intégrales, étendues chacune à une région intérieure à 


n2[1— ALA(X, Y)]< ZxpAaB(X)O'a— aa)(9'8— a8) <nèl1+ ALA(X, Y)| 
(A — const.), 
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et le résultat est O[ L’(X, Y)]; la diflérence avec l’intégrale étendue 
à (10) donne O[L(X, Y)], ce qui achève notre démonstration. 
Or la fonction F(X) définie par (8) peut s’écrire, si X appartient 
à AA 
(mm) 


F(X)=9(X)Q2(X) G,(X, A) d(aq, -.-, Amn) 


(mm) 


+f G(X, A)leAQA) = COR d a». an) 


(me) 


(mn) 
+f G(X, Ayp(A) dVa + f G(X, A)p(A) Va. 
v, V—V, 


Si l’exposant hôlderien k de ¢ est inférieur ou égal à h et inférieur 
à À, on voit que F(X) est hôlderien avec l’exposant k. Cela subsiste 
parfois pour # = A(§ 2) ('). 


9. Premier cas de composition des noyaux d’intégrales princi- 
pales. — Soit G(X, A) la fonction du paragraphe 7; il suffit que la 
fonction G, remplisse les hypothèses du paragraphe 1. Soit d’autre part 
H(X, A) une fonction qui remplit les hypothèses du paragraphe 3 sur 
entier. En nommant ¢ une fonction hélderienne d’un point de ?, 
nous formons les fonctions 


(a) 


(12) o(X) = G(X.A)p(A)dVi, 


> 
v 


(m) 
(13) = fi IL(X, A) @(A) dV, 
v 


où l'intégrale qui définit 9 est une intégrale principale. Nous voyons 

que Y(X) est une fonction hôlderienne avec le même exposant k que 9 

st l’on a à la fois k£het k <°X, et aussi dans certains cas où k = À. 
Nous allons démontrer qu'on a 


Un) (yn) 
(14) YO fete) f WX, AGA, E) avi Ve, 
v v 


(*) Pour la démonstration relative au second terme de cette expression de F(X), voir 


Ann. sc. Ec. Norm. sup., t. 49, 1932, article cité, Chapitre I, paragraphes 7 et 8, p. 9 
à 12 cette démonstration est ici très simple. 


Aa 


RER = 
3 Le ai 
a er: \ 
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formule qui exprime l’ordre dans lequel.les intégrations doivent être 
effectuées. Nous verrons de plus que la fonction qui multiplie 5(&) dV= 
sous le signe d'intégration, c’est-à-dire 


9 (7) 


F(XE)= f. H(X, A) G(A, 2) Va: 


satisfait aux hypothèses du paragraphe 1. L'intégration relative à A 
doit être regardée comme une intégrale principale où les domaines 
d'exclusion sont 


(15) ZagAsg(E) (Es — ax) (E8— ag) <n°+O[MI(E A)  (n>0o); 


les distances sont évaluées dans l’une des régions euclidiennes &,, 
qui contient à la fois les images des deux points dès qu'ils sont assez 
voisins l’un de l’autre. 

En désignant par Ÿ (1) la variété Y dont on a retranché les points # 
satisfaisant à (15) (en prenant nul le second terme du second membre; 
peu importe, si À appartient à plusieurs %,,. le système choisi pour 
les paramètres), on a tout d’abord 


(an) (m) 
= f H(X,A)lim f G(A. =) (EZ) dVzdVa, 


1.>0 e V(r) 


ou, puisque l'intégrale étendue à $(n) tend uniformément vers sa 
limite, 
my) 


(ni) o( 
Y(Xy=tin f° W(X, A) f GATE et =) dVe dvi. 
ees v(x) 
Maintenant on a en réalité sous le signe de limite une intégrale 
d’ordre 2m portant sur une fonction sommable, ce qui permet d’inté- 
grer d’abord par rapport à A. Nous nommerons donc %,(%) la 
variété % dont on a retranché les points A satisfaisant à (15); on aalors 
(mn) (72) 
L(X) = im p(E) H(X, A) G(A, Z) dV, dVz. 
n> O99 v(r) 
Nous devons prouver que 


(72) 


(772) 
(16) fo eer MAGA, E) Vue 
‘ Ca Y—, (n) | 
18 
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existe et tend vers zéro avec n; nous ferons la démonstration dans le 
cas où A est égal à A, ce qui suffit évidemment. Tout d’abord l’exis- 
tence de cette intégrale revient à l'existence du second membre 
de (14). Il est évident que la fonction F existe et est FOURS quand X 
est différent de =. Pour étudier le cas où X tend vers =, posons 


(17) 4Ç°—= 2,8 Aa B(E) (Ëx — Xx) (Es — zp) ([> 0). 


Nous intégrons d’abord dans la région Ÿ,(4€); nous supposons, sans 
pour cela restreindre vraiment la généralité, que = est intérieur à une 
région % intérieure à Ÿ,, et que VY — %,(4C) est intérieur à %,. 
L'intégrale étendue à V — ¥, est alors bornée; l'intégrale étendue 
à V,—[V—%,(40)] peut s’évaluer dans la région euclidienne &,, 
où l’on doit intégrer dans la région R, diminuée de 


L(E, A)= O(&), 


une fonction valant O[L'-?"(#, A)]; le résultat est O(¢’-”). Passons 
maintenant à la région ®,(€) — %,(40); on a dans cette région 


G(A,2)=O(t-”); 


d’autre part l’intégrale de la valeur absolue de H, étendue à la même 
région, vaut O(¢") ('); on a donc encore O(£-") pour cette région. 
Reste enfin Ÿ — ¥,(C); on a évidemment 


(mm) 
Py: G(A, 2) dVx= O(t"), 
v—9,(8) 
d'où 
(m) 
M(x, =) f G(A, Z)dV,= O(¢?"), 
: v— (5) 


Mais, dans cette méme région, ona 


H(X,A)—H(X, 2)= O[L*(A, 2) L-"(X, =)]; 
donc 

(mm) à 
[H(X, A) —H(X, 2)] G(A, Z) dV,= Of L™(X, 3)], 


. v—V¥, (8) 


emmener ee 1 mm A ue ee MN QC Les “de 


(*) Ann. se. Fe. Norm. sup., t. 46, 1929, p. 131 à 245, spécialement note de la page 138, 
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Donc la fonction F vaut O[L!-"(X, &)], et par suite elle est sommable. 

Il nous reste maintenant à montrer que l'expression (16) tend vers 
zéro avec n. Soit V,(n) ce qui reste de Ÿ quand on en retranche les 
points = de la région 


2a Aae(=)(ba—va)(Es—ag)<n?  (n>0). 


Si appartient à %.(27), on peut écrire encore pour les points A 
de V— ¥, (7) 


H(X, A) —H(X, =) = O[L"(A, E) L-”(X, 5)]; 
d’où 
(m) (m) 
[ p(E) [H(X, A) —H(X,2]G(A, 2) dV, dVz 


V,(2n V—V,(n) 


| (mn) 


2 R 
OfniL-"(X, Z)] dVz— 0 @ tor a! 
vV,(2n) " 


où R est une constante; ceci tend vers zéro avec n. De même 
(mm) (m) 


(mn) 
f H(X, %) p() G(A,E)dV,dVe=[ O[nAL+"(X,2)]aVz, 
¥,(27) V—V, (71) V,(2n) | 


qui tend vers zéro. 

Si = appartient à Ÿ — %,(27), nous introduisons le nombre { défini 
par (17); on a alors € << n. Le domaine d'intégration de A sera alors 
décomposé en trois parties : 1° le domaine VY — ¥,(C); 2° la partie 
commune à %,(Z) — %7,(y) et à V — V,(C); 3° la partie commune 
à V,(O) et à %,(C) — %,(n). Si l’on remplace H(X, A) par H(X, =), 
le résultat pour % — %,($) tend évidemment vers zéro. Dans 
% — %,(C), on limite maintenant H(X, A) — H(X, =) comme il a 
déjà été fait plus haut; on trouve ainsi, après la première intégra- 
tion, O(C!-"), et par suite O(r*) après l'intégration relative à =. 
Dans  — %.(C), on a G(A, 2) = O(f-”); on a donc encore O(T-") 
après l'intégration relative à A dans le domaine commun avec 
27,(C) — V,(n), et par suite O(y") comme résultat final. Dans la 
partie commune à %.(C) et à Ÿ,(5) — 4,(n), la fonction intégrée 


KA , 
vaut O[ L’-?"(X, A)], car say reste compris entre deux nombres 
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positifs fixes; l'intégration relative à A donne donc encore O(£-"), 
d’où O(n*) comme résultat final. 

Donc l'intégrale (16) tend vers zéro avec n. La formule (14) est 
établie, et nous savons en outre que 1 


(77) 
(18) F(X, 2) = [ H(X, A) G(A, €) dVa= O[Li-"(X, )]. 


“ 


Achevons maintenant de prouver que cette fonction remplit les 
conditions du paragraphe 1. 

Il est tout d’abord évident que, si X et = n’appartiennent pas à un 
même %,, la fonction remplit par rapport à X une condition de Hôlder 
avec n'importe quel exposant inférieur à À. 

Si X et = appartiennent à un même %,, soit Y un point tel qu’on ait 


4L(X, Y)<L(X, =); 


L(X, Y) doit aussi être inférieur à la moitié de la plus courte distance 


+ 


de = à la frontière de ¥,, laquelle peut être, sans inconvénient, 
supposée supérieure à une borne positive fixe. Dans la région 


L(X, A) << 2L(X, Y), les intégrales 
(mm) Un) 
de H(X,A)G(A,2)dV, et Ae IICY, A)G(A, =) dV, 


valent O[L'(X, Y)L="(X, 3)]. Dans la région L(E, A) << 2L(X, Y), 
qui n’empiéte pas sur la précédente, les intégrales 


(my) 
f [H(X,A) — H(X)=)] G(A, =) av, 
et 


(m) 
He [H(Y, A) — H(Y, &)]G(A, €) dv, - 
ont cette méme limitation, ainsi que la différence 


(yn) 
(W(X, =) MCE) f G(A, Z)dV,, 


car l'intégrale qui figure dans cette dernière expression, est bornée. 
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Dans la partie restante de L(S, A) << ==", on a 
2 


L(X, =) 


(me) 
f [H(X,A) TN, A)]G(A, 2) dV =O] LAX, ¥) log 


List (Xs =)]; 


de méme cette limitation est valable dans la partie ae de 
Les =) bis) 2 LEE 
L(X, A)< - Enfin si L(X, A) > —— et L(E, A) > == 
L(X, A) 


rapport L(E, À) reste compris entre deux nombres positifs + de 


sorte qu'on trouve O[L"(X, Y)L-"(X, Æ)]. Comme la fonction 


: L iy : : 
æ log( =)» où € est positif, a dans l’intervalle (0, L) un maximum 


ae, L: . x 
égal à = on voit que dans ce cas les hypothèses du paragraphe 1 se 


vérifient, à condition de remplacer A par n'importe quel nombre 
positif moindre. 
Si maintenant on a 
hL(X, YL (X83), 


le raisonnement du paragraphe 1 achève la démonstration. 


10. Deuxième cas de composition des noyaux d'intégrales princi- 
pales. — Reprenons les fonctions G et H du paragraphe précédent; il 
suffit pourtant ici d'admettre que H remplit les hypothèses du para- 
graphe 1. Nous nous donnons en outre une fonction ¢ mesurable et 
bornée sur ®. Nous posons cette fois 


(ai) 
(19) | o(X)= f H(X, A)p (A) dVa, 
(20) Y(X) = G(X, A)o(A)dV;; 


la fonction Ÿ remplit une OS de Hôlder avec n importe quel expo- 
sant k tel qu’on ait simultanément k<h et k Ch, et aussi dans certains 
cas avec l’exposant / — À (ceci suppose que ie nombres À et À sont 
les mêmes pour H et pour G,). 
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En outre nous allons démontrer que 


(m) 


(m) 
(21) wos 0) f G(X, A) H(A, =) dV, dVe, 


formule dans laquelle l'intégrale relative à A est une intégrale princi- 
pale. Il est d’ailleurs démontré par le paragraphe précédent que le 
résultat 


(m) 
F(X, 2)= G(X, A) H(A, 2) dV, 
Vv 


de cette intégration relative à A vaut O[L'-"(X, =)] et est continu 
quand X est différent de =; nous établirons que F satisfait aux hypo- 
thèses du paragraphe 1. 

En supposant n assez petit pour que la région des points A tels 
qu’on ait 
(22) 2a, AsB(X)(Za— as)(zs— ag) <n  (n>0) 


n’atteigne pas la frontière d’une des régions ¥, qui contient X, nous 
nommons Ÿ(n) ce qui reste de V quand on en retranche cette région. 
Ona 


(m) (yn) 
4(X)=lim { G{X, a) [ H(A, =) p(=) dVa dV, 
70/9 (0) 


(m) (7a) 
slim fi p(E) { G(X, A)H(A, Z)dV, dVz. 


eee? Ÿ (n) 
Nous allons prouver que 
(mi) (m) 
lim fi p(Æ). G(X, A) HA, Z)dV,dVs=o0. 
1>0 + V—V(n) 


ce qui entraînera la formule (21). 

Pour cela on montre, comme au paragraphe précédent, que si = 
appartient à V(2n), l'intégration relative à A donne O[r"L-"(X, =)} 
en multipliant par 9(&)dVe et en intégrant dans %(27), on a 


donc O(n" log ); qui tend vers zéro avec n. Si = appartient à 


V— V(21), l'intégration relative à A donne O[L/-"(X, =)] (même 
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démonstration qu’au paragraphe 9); le résultat de l’intégration rela- 
tive à est donc O(n*), qui tend vers zéro avec n. La formule (21) 
est donc établie. 

Montrons maintenant que la fonction F remplit les hypothèses du 
paragraphe 1, résultat en vue duquel il nous reste à établir seule- 
ment que | 


F(X,=Æ)—F(Y,E)—=O[LAX, Y)Z-k-n] (o<k<h). 


Comme au paragraphe 9, il suffit de se borner au cas où X, Y et = 
appartiennent à une certaine région intérieure à %,, et où L(X, ©) 
est inférieur à la plus courte distance de cette région à la frontière 
de ¥,. Nous remarquons ensuite que la partie de F qui provient 
de Ÿ — ¥, remplit dans notre région une condition de Hélder avec 
l’exposant À. Nous sommes ramenés à considérer la partie de F qui 
provient de %,; pour cette partie, nous remplacons G(X, A) par 
G,(X, A), car la différence G,(X, A) de ces fonctions remplit les 
hypothèses du paragraphe 1, et il suffit pour elle de s’appuyer sur le 
paragraphe 2. Nous avons done à considérer 
F,(X,=)— GX. A) H(A, B) dV, 
Je, 
(m) 
== |. G,(X, A)H.(A, 2) da ax), 
V 
en posant 
H,(X, E)=@(X) H(X, €). 


Posons 
Ea8AuS(X)(Za— Ex) (wp— tg) = 8p? (p> 0), 
Las Aa 8(X) (a — Va) (28 — 78) = L” (Li > 07; 


et placons-nous dans le cas où l’on a 


3 i + o<L’<p. 
Dans la région 4 
Xx,3Aa,3(X) (Ex — aa) (EB — ag) < 2p, 


ona ; esi 
G,(X, A) —G,(¥, A) = O[L4(X, Y) L--"(X, E)], 


de sorte que la partie correspondante de F,(X, =)—F,(Y, = 
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vaut O[L"(X, Y)L-"(X, =)]. Dans la région où l’on a simultanément 


2,8 Aa,8(X) (Ex — da) (Eg — ag) > 2p*, 
2,8 Aa,8(X) (Za — aa) (x — ag) > 2p, 
on à 


G,(X, A) —G,(Y, A)=O[L"(X, Y) L-*-"(X, A)], 
H(A, 2) = OfL™(Xx, A)], 
ce qui donne encore O[ L’(X, Y)L-"(X, =)]. Reste la région 
22,8 Aa.8(X) (La-- da) (zg — ag) <2p*, 
que nous nommerons %”. Dans la partie 


2a,8A0,3(X) (Ta — da) (xg — ag) <2L'*? 


de cette région, chacun des termes de la différence 


(m) 


G,(X, A)[H,(A, €) — H,(X, E)] d(a,, ..., an) 
(7) 
= f G,(Y, A) [H.(A, 2) — H,(Y, Z)] d(a,, ..., an) 
vaut encore O[L'(X, Y)L~”"(X, =)], car le second, par exemple, 
s'obtient en intégrant O[L!-"(Y, A) L~”(X, =)]. Dans le reste de %”, 
cette différence s’écrit 
: (mn) 
[LC E) — WAX, EN f GX ATHLE) 
(722) 
+f [G,(X,A)—G,(Y, A)][H,(A, 5) —HL,(Y, )] dla, 0020) 
le premier terme est nul; le second est l’intégrale de 
O[L"(X, ¥)L-™(X, A) L-™(X, 5)}, 


et il vaut done O[L‘(X, Y)L'-#-"(X, E)] (o<k<h). Il reste à 
évaluer 


(m) 
(KE) f G,(X, A) d(a,,..., ani) 
v' 


(mn) 
ay hs =) [. GOYA Vole sn | 
xy 


Sol 
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expression dont le premier terme est nul. Dans le second terme, on 
peut retrancher du champ le plus grand domaine 


2,3 A,3(Y) (Ja — Aa) (yas ag) < n° 


qui y soit contenu; on doit donc intégrer O[L-"(Y, A)] dans un 
domaine où £,3A,8(Y)(y7,— a,)(y3— as) varie entre deux bornes 


GE 
valant chacune ay?| + O(L+ =) |: en tenant compte du facteur 
H,(Y, £) on retrouve la limitation O[L!(X, Y)L-"(X, &)]. 
Si maintenant L’ est supérieur à x, le raisonnement du paragraphe 1 
achève la démonstration. 


11. Troisième cas de composition des noyaux d'intégrales princi- 
pales. — Reprenons la fonction G = G, + G,, mais supposons mainte- 
nant que G, est du type du paragraphe 3; quant à la fonction G,, elle 
est du type expliqué au paragraphe 7. Soit 


EX, =)—, IL, 


une autre fonction analogue; H, appartient au mème type que G,, sans 
ètre nécessairement identique à cette fonction, c’est-à-dire que 


PX J) Ss La, << EG 2 mt PIC op CNT 


où la fonction H; (2; ¢,) est positivement homogène d’ordre — m par 
rapport aux w,; la fonction et ses dérivées sont continues sauf quand 
tous les ©, sont nuls; quant à la fonction H., elle remplit les hypo- 
thèses du paragraphe 1. 

On suppose essentiellement que, pour ces deux noyaux d’intégrales 
principales, les domaines d’exclusion sont définis par (7): ce sont les 
mêmes domaines pour les deux noyaux. On peut ainsi définir la fonc- 
tion 


(vie) 
(23) PX E)= | G(X. A)HIA, =)dVs, 


où l'on doit exclure les deux points X et = par des domaines du 
type (7) dont les paramètres tendent indépendamment vers zéro; cette 
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fonction est continue tant que X et = ne coincident pas. Nous POE 


montrer qu'elle vaut O[L-"(X, )}. 
Pour cela nous remplaçons G et H par les fonctions G, et 


H*(X, =) — Hy [zi — Ey, oeey Lm— Em; (=), ….) (=), 
ce qui est légitime, car la différence des intégrales obtenues vaut 
O[ L’-”(X, E)]. Nous posons 
Zap Aa, B(X)(Za — Ex) (x8—É8) = 9m  (u> 0), 
et nous supposons y assez petit pour que les deux domaines 
(24) 2a,8Aa,8(X) (Ta — da) (zB— ag) < 2p’, 
(25) 22,8 2,8(2) (Ea — aa) (Ep — ap) << 2p, 


soient extérieurs l’un à l’autre (on suppose que X et & appartiennent 
à une région intérieure à Y,, ce qui ne diminue pas vraiment la géné- 
ralité). Alors, dans (24), on a 
H*(A, =) — H*(X, =) = O[L(X, A) L-"—""(X, E)}; 
l’intégrale de G,(X, A)[H*(A, 2) — H*(X, =)] dans ce domaine vaut 
donc O[L~"(X, =)]; quant à l’intégrale de G,(X, A) H*(X, €), elle 
vaut O[L#"(X,=)]. Méme raisonnement pour le domaine (25). 
Ensuite, hors des domaines (24) et (25), la fonction intégrée vaut 
O[L-?"(X, A)] : le résultat est donc encore O[L-"(X, &)]. 
Posons maintenant 


K(X, A,=)=Hi[a—E£,,...,a,— Em Va(X), ss Pp(X)], 


et considérons l’intégrale principale, étendue à tout l'espace euclidien, 


(772) 


F(X, E)=@(X) G(X, A) K(X, A, E) d(ay, au), 


où les domaines d’exclusion relatifs à X sont définis par (7) (sauf le 
remplacement de = par A), pendant que ceux qui se rapportent à = 
sont définis par 


2,8 A u,3(X) (Ex — Aa) (ig — ag) < n° (n> 0). 


Montrons que F,(X, =), considéré comme fonction de X et des diffe- 


pe or 
NA cia 
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 rencesx,—&, (a==1,2,..., m) est positivement homogène et d’ordre 


— M par rapport à ces différences. 
En effet, en désignant par ¢ un nombre positif, nous posons 


Ea= La + (Na — Zz) (== En ren Rt); 


changeons en même temps de variables d'intégration en posant 


da = La + (ba — La); 


nous constatons aussitôt que 


(77) 


FE) aX) Git. base. sam bn (X), 59h (X)] 

X Hi [bi — nm ..., Om— nm; V1 (X), ..., Op(X)] d(bs, ..., Om), 
ce qui vérifie notre affirmation. 

Supposons maintenant que X et Æ appartiennent tous deux à %, et 
que leurs distances à la frontière de 7, restent supérieures à un cer- 
tain minimum positif; nous voulons montrer que F(X, =) — F,(X, =) 
vaut O[ L’-"(X, =)| et satis fait aux hypothèses du paragraphe 1. 


Évaluons d’abord la partie de F — F, qui provient du domaine (24), 
en supposant {+ assez petit; nous écrivons 


K(X, A, 2) —H,(A, Sie O[L*(X, A)L-”(A, 3)], 
et il en résulte immédiatement que cette partie de F —F, vaut 
OlLn(X, 8). 
Evaluons maintenant ce qui provient du domaine (25). Nous pre- 
nons d’abord l'intégrale de 


G,(X, A) [2(A) — Q(X)] H(A, 2) d(a,, ..., am); 
elle vaut évidemment O[L!-"(X, =)] (§9). Passons à l’intégrale de 
Q(X)[G,(X, A) — G(X, E)J[IL(A,E)— K(X, A, E)] d(ay, ..., an), 
étendue au domaine (25), où la fonction intégrée vaut 


O[L—"(E, A)L-"(X,E)]: 
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cela fait encore O[L!-"(X, =)]. Il reste à évaluer l’expression 
(7) (m) 
2(x) 6,(x,2)| f H(A, 2) d (ays 00-5 am) — K(X, A,B) diam) | 


où les intégrales sont encore étendues à la région (25); or nous savons 
déjà que la première de ces intégrales vaut O| L"(X, =)]; il en est de 
même de la seconde, car la partie du domaine (25) qui n'est pas com- 


prise dans 
21,3 Aa,3(%) (ax — 22) (ag— 8) << 2p’, 


et la partie de ce dernier domaine qui n’est pas comprise dans (25), 
valent toutes deux O(u"*”), pendant que la fonction K vaut 
O[L-"(X, =)]. La partie de F — F, en provenance de (25) a donc la 
limitation annoncée. 

Dans la région comprise dans &, et extérieure à (24) et à (25), on 
limite K(X, A, =) —H,(A, =) comme il y a un instant, et l’on 
L(z, A) 
L(X, A) 
positifs fixes; on trouve aussitôt que cette partie de F — F, a encore 
la limitation annoncée. 

Enfin la partie de F qui provient de VY — ‘¥,, et la partie de F, qui 
provient de la région extérieure à ®, dans l’espace euclidien, sont 
toutes deux bornées. 

On a donc bien 


remarque que Je rapport reste compris entre deux nombres 


F(X.E)—F,(X,=)=O[Li-" (x, =)]. 
Nous voulons maintenant vérifier que — 
F(X, =) — F(X, 2) — F(Y, E) + F,(Y, 2) = O[L4(X, Y)A-t-n] 
Cork RP), 
où 2 a toujours la même signification. Comme aux paragraphes 9 
et 10, il suffit de faire la démonstration dans le cas où L(X, Y) est 


moindre que le produit de L(X, =) par une constante déterminée; 
donc on peut supposer que Y appartient au domaine 


2,3 A,3( X) (Æa — J'a) (xg —= 78) <i". 


Les parties de F(X, =) — F,(X, &) et de F(Y, 2) —F,(Y, =) qui 
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proviennent de la région 
x,3-x,3(X) (%x— Ax) (28 — a3) 22,3 AN) (Zu — Ja) (28 — 78) 


valent évidemment O[L"(X, Y}L-"(X, =)]. 
Dans le domaine 


228 Ag,3(X) (£a — ax) (28 — 08) <223,3A38(X) (ta — Ja) (23 —78), | 


ona 
G(X, A) — G(X, Z) = O[L(A, B) L-"-1(X, Z)], 
t 
de sorte que 


(ne) 
Î [Gy (XA) —G, (Xp EN K(X, As (A SE) d(agest., a) 
—OfE (XY) Le! 6X Sy] SO lL XP ¥) Lt XE); 


et l’on a le même résultat en mettant Y au lieu de X au premier 
membre. Dans ce méme domaine, il faut évaluer maintenant 


(na) 
fe HE RE W(X AE) — Gal VE) KY bAy EN Alte ad) 
et 
(mm) 
(G(X, 2) Gv, 5) f {CHARA GY cc, Gn) 


or la dernière expression est évidemment O[L’(X, Y)L-"(X, =)]; 
l'intégrale de K(X, A, =) est nulle; celle de K(Y, A, Æ) vaut 
O[L'(X, Y)], comme le montrent des raisonnements déjà employés. 
Au total, ce nouveau domaine donne la même limitation que le 
précédent. 

La partie de F(X, Æ)— F(Y,=)—F,(X,£)+F,(Y,=) qui pro- 
vient de la région non encore prise dans (24), vaut 

O[LE(X,Y)Li-Æm(X EN (o<k<h), 


car on à 
GX, A) — G,(Y, A) = O[ L4(X, Y)E-m4(X, À)], 


K(X, A, Z) —H, (A, Z) = O[L4(X, A) L-"(X, 2)], 
k(X, A, Z) —K(Y, A, Z) = O|L4(X, Y)L-"(\, 2). 


de sorte qu’on doit intégrer O[ L’(X, Y)L~"(X, A)L-"(X, =)]. 
Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fasc. 3. 97 


ss 2 
a rz 
Le - 
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La partie de la même expression qui provient de la région 


22,,8A,8(X)(Zx— Ja) (28 — 78) < Za,3A2,8(X) (Ex — da) (Es — 48) < 2p? 
est de même l'intégrale de O[L"(X, Y)L-"(#, A) L-"(X, =)], et par 
suite elle a la même limitation que la précédente. . 

La partie de notre différence qui provient de la partie non encore 
prise de %, est l'intégrale de O[ L"(X, Y)L~?"(X, A)], ce qui donne 
la limitation O[ L’(X, Y)L-"(X, =)]. 

Il reste à évaluer la partie de F(X, =) — F(Y, =) qui provient 
de Ÿ — ¥,, et celle de F,(X, =) —F,(Y, =) qui provient de la région 
extérieure à R, dans l’espace euclidien : elles valent O[L"(X, Y)]. 

Notre vérification est terminée. 

Nous introduisons maintenant une nouvelle hypothèse : nous suppo- 
sons que F est un noyau d’intégrale principale, admettant lux aussi les 
domaines d'exclusion (7) (cela ne signifie pourtant pas que F remplit 
les hypothèses du paragraphe 7) ('). 

Cela posé, nous formons à l’aide d’une fonction o donnée, qui rem- 
plit sur Ÿ une condition de Hôlder d’exposant £<A, les fonctions 


(yn) 
(26) oX)=f WX, A) p(ADAVS, 
F | 


(a) 
(27) Y(X) = G(X, A) 9(A) dVj. 


De) 


Ici encore, la fonction Ÿ remplit une condition de Holder avec l’expo- 
sant k st l’on a simultanément k<h et k<i, et parfois aussi 

Nous. nous proposons d'établir qu’il existe une fonction ®(X), 
indépendante de la fonction ¢, telle qu'on ait 


(m) 
(28) Y(X)=— (X) p(X) + f F(X, A) p(A) dV. 


y 


(*) Hypothèse toujours vérifiée (Comptes rendus, t. 199, 1934, p. 473 à 475). 
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Nous avons tout d’abord 


Q 


(72) (m2) 
= f GX A) [7 HA, 2) [9(Z)— pL AVE a, 


(m) (mm) 
+f G(X, Ny fo 4) = eX} f H(A ey dVadV. 


a 
s 


(an) (72) 
+200 f G(X, vf H(A, Z) 4Vz di. 


Or la fonction H(A, £)[:(E) — :(A)] remplit les conditions du 
paragraphe 1, en y remplaçant toutefois A par #: la fonction 
G(X, A)[e(A) — ¢(X)] remplit les conditions du paragraphe 3, avec 
le même changement; nous pouvons donc appliquer aux deux pre- 
mières intégrales les paragraphes 9 et 10, ce qui nous donne 


(mm) 
G(X, A) H(A, ZE) dV. dVz 


De) 


(an) 
w= f (o(Z) — 9 (X)] 


(my) (ma) 
+ 0X) f GNA f HN. ES) dVed\,; 


> 
s 


si nous posons 


GX) =[ P(X Ad vee NS, 


(72) ; (mm) 
NX) =f GX. AY f H(A EVANS dr 


2 
BS 


cela donne aussitot la formule (28). 


12. Autres expressions de D. — Nous allons transformer cette 
“expression de ®. Soit V(7,; X) ce qui reste de % quand on en a enlevé 
le domaine (7); ona 


1X) slim f G(X, Mim f ON ANA 
1700: X) eee Meek 


Or des raisonnements déja employés montrent qu’on a 


(un) 
He H(A, Z)dVz= O(8"), 
VGA) 3 


Ann, Ec. Norm., (3), LI. — Fase. 3. 37 
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d’où | 
(m) (on 
lim G(X, A) H(A, 2) dVz dVi= 0. 
170 (m5 X) (5; A) 1 
Donc 
(mn) 7 (mn) , 
1(\) =lim lim G(X. yf H(A, =) dVzdvj. 
7>05>0 V(n: X) (3%; A) 


Soit maintenant %,(C; =) ce qui reste de % quand on en retranche 
les points A du domaine 


22,9 A2,8(A) (Ga ea) (ap— ee)  (E>o). 


Nous avons 
(m) On) | 
1(X) = din lim f J G(X, A)H(A, E) dYadVz. 


>0 650 ? (n; X)—{8 + (3 =)] 


Nous allons prouver qu'on a aussi 


(mm) (7) 
(29) WX) him f° 4 G(X, A) H(A, =) dV, dVz 
(m3 X) 


t>0 


il suffit pour cela de prouver qu'en effectuant le passage à la limite 
relativement à € dans l’expression déjà obtenue, on trouve précisé- 
ment celle-ci. Puisque n est à considérer comme fixe dans cette pre- 
mière opération, nous supposerons 4¢ < ñ; nous avons à prouver que 


l'expression | 
f f G(X, AS ATTA SEAN a 


où l'intégration relative à A est étendue à la région commune 

à V(n;sX)etàa V—V,(C;= ), tend vers zéro avec €. Or si cette région 
commune n'existe pas, la a correspondante de notre expression 
est nulle; s'il n’en est pas ainsi, et si est inférieur à une constante 


assez petite, c'est qu’on a 
20>n—s, 


5 désignant le nombre défini par 


Eau 3(X) (vy — 2x) (2g — 23) =o? (c¢> 0); 
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donc 5 est supérieur à =: Nous pouvons alors écrire, quand À varie 


dans la région commune considérée, 


G(X, A) = G(X, Z) = O[L"( A, 2) L-"-"(N, =)]: 
par suite 


(772) 
fs [G(X, 4) — G(X, Ey] U(A, 2) dV = O[EL-mH(X, BD); 


— 
= 


en intégrant ceci par rapport à = dans la région complémentaire de 
29< », le résultat tend vers zéro avec 7. Il reste à prouver que, avec 
les mêmes champs d'intégration, 


lim | 
> 0k 


Or si la région commune à V(r; X) et a Ÿ — %,(2; Z) comprend la 
totalité de Ÿ — %,(¢; =), l'intégration relative à A donne O(<"), et 
le résultat final tend vers zéro avec €. Il nous reste à considérer les 


li 


oints € tels que la région commune existe et ne comprenne pas la 
5 


totalité de Ÿ — %?,(f; 2); si n est inférieur à une constante assez 
petite, on a alors 


(a 


GX, =) f HA, Z)d\\ dV=z=o. 


af >|o—nN). 
et l’on a pour tout point A 
123,3 13,9(2) (22 — da) (23 — ag) > Las a SON) Ex — x) (58 — ds). 
Si on a 22 >a — 7 > 0, la partie de Ÿ — ¥7,(C; =) où l’on n’integre 


pas fait partie de la région 


- 


(ane 22.3 \5,3(X) (63> ax) (28 — ap) 46; 


l'intégrale correspondante est donc O(log ="); et par suite l’inté- 


: oy a] os Sn 2 ig ¥ 
grale étendue à la partie utile de ‘V — V7, (<2; =) vaut O (log = pare © a 


Si l’on a 2% > n — 5 > 0, le champ relatif à A est intérieur à la région 
2€ a. 
:): Comme H(\, =) 


est borné quand 7 est constant, on est donc ramené à prouver la 
19 


ci-dessus écrite, et l’on trouve ainsi O(log 
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relation co ye 

; 1,+?» ot 

lim f log -— ds = 0: 
A 


256 Let IT —" | 


x 


elle se vérifie, car l'intégrale vaut 4€. La formule (29) est donc éta- 
blie. On a par suite 
(30) DIX) = lim [| ig G(X, A) H(A, ES) dV dV. 

Ÿ V—V(1,; X) 


1>0 


Réciproquement, si cette limite existe, F est un noyau d'intégrale 
principale avec les domaines d’exclusion exigés. 

Dans la formule (30), au lieu d'intégrer par rapport à = sur la 
variété entière, on peut intégrer dans une région fixe quelconque *', 
contenant X à son intérieur, mais indépendante de x. En effet, si = 
appartient à V -- %”, on a pour les points A de  — (1; X), dès 
que est assez petit, 


H(A, 2) — W(X, Z) OIL (X, A)L-mi(X, =)], 
d’où, puisque L(X, 2) a une borne inférieure positive, 


ai (ae 
L G(X, A)[H(A, 2) — H(X, Z)] dV, dVz= 0 (rt), 


LY V— (7,3 XN) 


on a aussi 


un) an) 
i TA) Gis. \id\s Ve Ue, 


LIQ?” C4 VU (rs X) 


ce qui démontre notre affirmation. 

En particulier, si X est intérieur à Ÿ,, on peut prendre 2, comme 
domaine d'intégration pour =; A appartient aussi à %, dès que 7, est 
assez petit. Alors on peut remplacer G et M respectivement par G, ct 
par, ($7), 


(mes un) 
(31) (N= lim f te G(X, A) MCA, SZ) dV, d\z; 
>, 3 V— Vly X) 


en effet nos considérations s'appliquent en particulier si G, ou H, est 
identiquement nul, mais alors les paragraphes 9 et 10 montrent que 
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est identiquement nul; l’expression (31) est donc bien identique à (30) 
dans nos hypothèses générales. 


Le même raisonnement prouve qu’on peut, dans la formule (31), 
remplacer dV, parQ(X)d(a,, ..., a), pendant que dV= est remplacé 
par Q(X) d(E,, ..., En); faisons-le. Alors, au lieu d'intégrer par rap- 
port à = dans ¥,, on peut aussi intégrer dans la région Ÿ — (1; X) 
si lon a o #1; en effet, dans la partie de ¥, ainsi supprimée, on 
a, dès que 7, est assez petit, 

IA, Z) — U(X, Z) = O[LA(X, A)L-mi(X, Ey], 
d'où 


it) 
ja G(X, A) LU, (A, Z) — I (NX, Z)]d(qy, ..., an) = Of Lim (N, =) I; 
V—V (n; X) : 


de plus 
I, =) [ Cr NYS ASU, 2. SOR Toe 0: 
V— (4X) 


en intégrant par rapport à & dans la région commune à %(7‘; X) et 
à %,, on trouve Of7,'~"""], qui tend vers zéro. Ainsi 


; i (un) 
(32) @(A) = lim (X) f 
1,50 D — (a4; X) 


a SG AVIA Eden RIB A). 
v—9 (4; X) 


Nous allons encore transformer cette expression. Soit 
KASS) SMW [ay sie os Ga Emil (X)y css rr )] 


(il est inutile de faire figurer X dans cette notation); nous allons 
prouver que 


mt 


(33) B(X)=limQ*(\) 


me v= (nf; X) 


(410) 
2 CPO RRA a PIE ratte eee. 


— 0 (7: X) 


moyennant la convention que, dans l'intégration relative à A, les 
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domaines % — %,(5; =) destinés à exclure = sont 


22,6 Ax,8(X) (£a — Ga) (58 — 48) < 0° (¢>0); 
on voit en effet que, dans ces conditions, K(A, =) est un noyau d’inté- 
grale principale. Nous posons 


2,8 A3, 8(X) (42 — 2) (23— 3) = 41° (o <op< nf). 
On a toujours 


H(A, Z)—R(A,Z)—=O[LA(X, A)L-"(\,=)]. 


Si d’abord A est situé dans 7? —‘%(u; X), ce domaine donne une 

partie de la différence des seconds membres de (32) et de (33), à 

savoir l'intégrale de O[L'-"(X, A)u-"], ce qui donne O(z"") après 

l’intégration relative à A, et O(n‘*) après l'intégration relative à =. 
; Te 8 

Passons au domaine Ÿ — V,(u;5 =) —%(r; X); on a alors 


G,(A, A) ba G,(X, =) O[L(E, AJR TR 


en multipliant par [H,(A,=)— K(A, =)]d@V, et en intégrant, on a 
done encore O(u"~"), d’où encore O(7") comme résultat final. Il 
s’agit maintenant d'évaluer la différence 


un) un) 

[ 11, ( Edo eau) [| SE) die, Loan, 

où les deux intégrales sont étendues à Ÿ — (pu; 2)— (4; X), mais 
les domaines d'exclusion ne sont pas les mêmes pour les deux inté- 
grales. Soit d’abord 24.< 7%; alors la région VY — (x — 24; =) fait 
partie de VY — V(r; X}; si done 4 > 3u, notre champ est identique à 
V— V,(u; =); dans ce champ, la seconde intégrale de notre diffé- 
rence est nulle, et la première est égale à l'intégrale d’une fonction 
O[L-"(A, Z)] dans une région 


Hi xy") < 23.3 Na s(Z) la — La) (ag — 26) < pti + gp"), 


où g est une constante; cela fait done O(x"); en multipliant par 
(r,(X, =) dVz et en intégrant dans le champ 34 € 4, on obtient O(r/), 


Mi 
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Soit maintenant 5 y <i 7; alors l'intégrale étendue à 
DRE RE) 


vaut zéro pour la fonction K et O(u") encore pour la fonction H,; après 
multiplication par G,(X, =)dVz et nouvelle intégration, cela donne 
encore O(r"). Dans V(n—aou; =) — V(n; X)— V,(u; 2), on limite 
H,—K comme il a déjà été écrit : le point = ne faisant plus partie du 
champ ni de sa frontière, il est légitime de traiter nos intégrales 
comme des intégrales ordinaires; l'intégrale de cette différence est 


donc O(p! log - a ); en multipliant par G,(X, =)dVz et en inté- 


1] — 


grant, cela fait 


if 
3 


mais 
2p. 


IN SRE plogu + 2 log(r — 2p); 


ds log = 


, . . rf) Ban ate 
le résultat final est donc O(r"logr). Si maintenant v. > =; la région 


Y — Yx(2u.—%; =) n’a aucun point commun avec le champ de nos 
intégrales; dans la région (au — 4; =) — (us =) — (1; X), qui 


n'existe que siu.< 7, ona O(p! log 3 A), et le résultat final, après 


multiplication par G,(X, =) dV= et intégration dans le champ ~ Sud ts 
est encore O(7;" logy). 

Il nous reste à faire varier A dans le champ commun à %,(u; =) et 
à Vu; X)— Pr; X); la fonction G(X, A)[H,(A, =) — K(A, =)] 


A LE À 
vaut alors O[L!-?"(X, A)], car La reste compris entre deux 


nombres positifs fixes; on obtient donc Ou") après la première 
intégration, et O(r*) après la seconde, car ce champ n'existe que 
pour u< %. 

L’identité des seconds membres de (32) et de (33) est ainsi démon- 
trée. Cette expression (33) peut encore être modifiée : l'intégration 
19% 


290 GEORGES GIRAUD. 


relative à = peut étre étendue à n'importe quelle région bornée, prise 
dans l’espace euclidien, indépendante de 1, contenant X à son inté- 
rieur; on le voit en reprenant en sens inverse le raisonnement qui 
avait donné la formule (32). 


13. Autres compositions des mêmes noyaux. — Si, laissant © fixe, 
on fait tendre n vers zéro, l'expression 


(mm) (m) 
G(X, A) H)A, =) dVedVy 
V(r;X) V (5; A) 


tend vers une limite, uniformément par rapport à ¢; en effet 


ea) f[ I (A,E) d(, «+ +, 2m) 
V—V(GA) 

est identiquement nul, et par suite, en étendant l'intégrale de la 
même fonction à la région commune à %7(¢ , A) et à l'un des ¥, dont 
% — ¥(C; A) fait partie, on a un résultat qui satisfait à une condition 
de Hôlder indépendante de Ê (§ 8); mais la différence 


H(A, =) Q(z) — H,(A,Z)Q(A) 


satisfait aux hypothéses du paragraphe 1; on en conclut d’abord que 
son intégrale dans % — ¥7(¢; A) vaut O(C"); ensuite cette même inté- 
grale remplit une condition de Holder, indépendante de %, avec un 
exposant kh: pour le vérifier, il suffit de considérer deux points A 


et B tels que B appartienne à % — v(£: A); on s'appuie sur le para- 


graphe 2 pour évaluer l’intégrale de la différence des fonctions dans 
V— V($; A); puis on remarque que la partie d’un des domaines qui 
est extérieure à l’autre a une mesure O[@” L'(A, B)+ 7"! L(A, B)], 


pendant que l’une des fonctions intégrées vaut O(£/-") : notre vérifi- 
cation s'achève ainsi. Ainsi l'intégrale 


(2) 
iF H(A, =) dVz 


V (6 A) 


est uniformément bornée quand © varie, et elle remplit une condition 
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de Holder indépendante de €. L’uniformité de la convergence de 
l'expression où nous faisons tendre n vers zéro, en résulte. 

Il en résulte qu’on a le droit d’écrire en intervertissant deux passages 
à la limite : 


(7) (rm) 


TeX Tin bin G(x, A) f H(A, 5) dVz dV, 
ep VORA ? (6, À) | 
(mn) (m) 
io f G(X, A) H(A, =) dV, dV: 
Tro N> Oey ogy, (658) —[V — ¥ (9; X)] | 


A partir de là, on pourra reproduire les raisonnements faits sur 
l'expression (29), en échangeant seulement les rôles de X et de = dans 
la première intégration; on arrive ainsi à l'expression 


(m) (m) 
1(X)=lim f if G(X, A) H(A, €) dV, aVz, 
V Vv 


géré (653) 
qui entraine 


(mn) (772) 
(34) oy = tim tb G(X, A) H(A, €) dV, Vz, 
EH YV—v,(5; 3) 


et ceci se transforme enfin en 
: = (72) (me) 
(35) O(X) = lim OX) [ ij G,(X, A)K(A, €) 
,>0 v 


— x (05) 
DSU Gg en) OE 5.020% Em) 


où l’intégrale relative a = est étendue soit à V — V(C'; X) (ok <1), 
soit à une région bornée prise dans l’espace euclidien, indépendante 
de €, contenant X à son intérieur. Avant d’effectuer l'intégration rela- 
tive à A, changeons de variables d'intégration en posant 


da = Ex — Yat La (x Leesa. In), 


les variables y, remplaçant maintenant les a, ; on a alors 


G(X, A)=Gifya—Eaj Pn(X),  K(A, 2) = Hi [xa — ya Pa(X)} 


on voit ainsi qu’en posant 


m) (mn) 
p(X)— | G(X, A) p(A)dVa, yao=f H(X, A) (A) @Va, 
co ¥ 
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les hypothèses du paragraphe (4 sont satis faites pourvu que H, remplisse 
les hypothèses du paragraphe 3, et la nouvelle fonction ® est égale à 
l’ancienne. En posant dans (33) 


a P ie a 
Ay 2XLy— Ya; Ca 2Ly — Nx, 


on voit qu’on a la méme conclusion pour 


(mm) (mn) 


200 [ M(AX)(AAVa HN) G(AX)e(A)AVs. 
v v 


(A suivre.) 


EQUATIONS A INTÉGRALES PRINCIPALES 


ETUDE SUIVIE DUNE APPLICATION 


Par M. GEORGES GIRAUD 
(suite) 


—__—<=a> OGRE — = 


CHAPITRE If. 


ITERATION DE CERTAINS NOYAUX D’INTÉGRALES PRINCIPALES. 


|. Noyaux considérés dans ce Chapitre. — Nous considérons la 
variété close %’, 4m dimensions, qui remplit les hypothèses déjà indi- 
quées (I, 6); sur cette variété on donne le tenseur Q, d'ordre m, cova- 
riant et symétrique gauche, et le tenseur A, ; covariant et symétrique, 
indiqués au même endroit. Nous nous donnons enfin un tenseur 
simple et covariant c,; nous supposons que les composantes c, sont, 
‘ans chaque *”,, des fonctions hélderiennes des paramètres attachés à 
ce Ÿ,, et nous supposons que l’exposant hôlderien est /. 

Les noyaux considérés ici sont les noyaux G du paragraphe 7 
(Chap. D, pour lesquels on a, dans chaque *,, 


m+? 


(1) GX, A)= Sa ey N) Cr, — | Se Ag. (NV (13g — a3) (I — ia Se Bee 


quant à G, on suppose qu'il est du type du paragraphe 3 (Chap. D. 
Toutes les hypothèses du paragraphe 7 (Chap. 1) sont ainsi satisfaites : 
si deux points A et B sont symétriques par rapport à X, on a 
G,(X, B)=— G,(X, A), ce qui suffit à entrainer que nous avons là 
un noyau d'intégrale principale, comportant les domaines d'exclusion 
considérés. A vrai dire, n'importe quelle famille de domaines, ayant X 
pour centre de symétrie, pourrait être prise comme famille d'exclusion 
pour ce type particulier de noyaux, et l'intégrale aurait la même 
valeur: mais en vue de la suite, nous continuerons à définir les 
Ann. Fe. Norm., (3), LI. — Fase. 4. 3y 
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domaines d’exclusion pour chaque point X de % à l'aide du ten- 
seur A,,s, et cela pour tous les noyaux d’intégrales principales qui se 
présenteront et où il y aura lieu d’exclure X. 

Grâce à ce que c, est un tenseur covariant, on voit que, si X appar- 
tient à deux %, différents, les deux fonctions G, correspondantes ne 
diffèrent que par une fonction du type du paragraphe 3 (Chap. [). 

Nous allons reprendre, pour ces noyaux, la question du para- 
graphe 11 du Chapitre I, les fonctions nommées respectivement G 
et H dans ce paragraphe, étant toutes deux identiques à la fonction G 
actuelle. On verra que l'hypothèse supplémentaire introduite dans ce 
paragraphe est remplie d’elle-même, et l’on calculera la fonction ®. 


2. Cas des intégrales simples. — Le cas des intégrales simples doit 
être traité d’abord ('). Dans ce cas 


Citer ra) — 


c(z) 


> 
iw CE, 


et c(x) est un tenseur contravariant; c(x) est hélderien d’exposant /. 
On a alors (I, 12) 


2 sey) — 62? = £ 
(2) O( x (z)c (2) tim f° fry : dei tas dz, 


où R est choisi supérieur à ||. On en déduit 


Rn + ñ 
D(x) = 2? (uc) (x) lin f : aI ( See ee TT 
ed RE Std, \Sme@ d—ay i 


ak sul py 

à ‘ . I is & 
0) lim | = log | ————= 
lant et - Æ É 


En posant £ = x + At, cela devient 


R—+ 


SRE 
O(c = (2) (lim | log 
R— + 


ET oe 


1 + d | dt 


1 — 


1. 


car, pour ¢ infiniment grand, la fonction intégrée vaut O(t-?). Nous 


(') Dans ce cas nous désignons le point par une minuscule; (ailleurs Ÿ se compose 
d'un nombre fini de courbes fermées, sur chacune desquelles on peut adopter un para- 
mètre unique, défini à une période près. 


vi D 
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savons donc déjà que l'hypothèse complémentaire du paragraphe 11 
(Chap. 1) est ici satisfaite, et même, puisque la fonction intégrée n’a 
en réalité pas de pôle pour ¢ = 0, nous voyons que 


R—7 
f À i+él dt 
log — 
AP eae 1—t\t 
À 


est une fonction holomorphe de x : donc ici le noyau itéré, c’est-à-dire 
la fonction nommée F (Chap. I, 11), vaut O(|æx— El"), c'est-à-dire 
qu elle est sommable (cette particularité ne se produira pas pour m > 1). 


: Quant à la fonction ®, il suffit de calculer la constante 


1+t = 


A RATE 
“À 


ve Eat 
log rer F4 f ‘og 


; a i ; ; it 
la derniére expression s’obtenant par le A tete variable ¢ = =: 


ue fee 
— ji) log 


Or le développement du logarithme en série entière montre que ceci 
vaut 


Par conséquent, 
(3) DT) = ee eae) 


Poincaré (') avait établi que l’itération du noyau considéré conduit à 
un noyau sommable, et l’abbé Gaston Bertrand (?), reprenant cette 
étude, est ensuite arrivé à une formule équivalente à (3). Mais les 
considérations employées supposaient qu’on avait affaire à un noyau 
méromorphe. 


3. Cas des intégrales multiples. — Nous opérons d’abord sur les 
paramètres attachés à la région %, qui contient à son intérieur le 
point X où l’on veut calewler ®, un D ina mettant ce point 
à l'origine et ramenant la fonction 2,3 A, 4(X)(x, — a,)(æs— a4) à 


Dee eee  ——————— 


(1) Henri Poincaré, Mécanique céleste, 1. WE (Théorie des murées), spécialement 
pages 253 à 256. 
(2) Gaston BERTRAND, loc. cit, spécialement pages 205 à 225. 
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être seulement X, a? quand X est en O (pour ne pas compliquer la nota- 
tion, nous donnons aux nouvelles variables les mêmes noms qu'avaient 
les anciennes); le jacobien des anciennes variables-par rapport aux nou- 
velles est VD, où D ' est le déterminant des AÀ,,4 (nous faisons en 
sorte que ce jacobien soit positif). Si nous désignons par 4,,3 le 
produit par D du mineur de A,3 dans ce déterminant, et si nous 
désignons par c, les nouvelles composantes du tenseur qui figure 
dans G,, la valeur de X,c,* en O est égale à 2, 3a,,.3¢,¢3. On peut 
encore faire subir aux a, une transformation orthogonale, de facon 
que tous les c, soient nuls en O, sauf c, qui sera positif ou nul; 
alors G(X, A) devient, quand X est en O, 


——\/2x,842,80203a, Lo" (0, A) + O[L-"(0, A), 


pendant que dV devient Q2VDd(a,, ..., u,,). Par suite au point O on 
a (T, 12) 


(4) ® = & DZ, 34,,3¢.¢8h, 


où K désigne la constante 


UE pen 


(5) K=— lm | 


150 


a (a; — 1) 


D0, Aya, =) UG: Rat 5 d( =a. porn 


l'intégration relative aux a, étant prise dans la région L(O, A)< 7: 
l'intégration relative aux =, est étendue, par exemple, à la région 
L(O, =)< R, où R est une constante. 

Nous avons d’abord à étudier la fonction 


nt Da 
2 = — a, (@,— 2) 
(9) FO | po mes; os ans 


et spécialement à voir comment elle se comporte à l'origine. Soient 


BL =), 2, —= 9 cosh (oS49S7). 
Appliquons à 4,,..., 4, une certaine transformation orthogonale, 
el la même transformation à 2,, ...,£,,, de façon que le nouveau £, 


soit csin9, ce qui entraine que tous les £, sont nuls pour «23; cela 
ne change pas F(=), et l’on voit ainsi que cette fonction ne dépend 
que deo etde 9, ainsi que du domaine d’intégration, qui est déterminé 
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par À; nous la désignerons donc par /(;, 9). Remplacons maintenant a, 
par a, cos§— a, sin@ et a, par a, sin + a, cos8, ce qui fait encore une 
transformation orthogonale; il vient 


= PE ee, eo" (a, cosÿ — asin) (a, cos — 4, Sin0 — 5 cos6) ign 
< 172 J m+ a 1) A Un): 
= LPO, A)[a,— p+ ei +...+ a2] 2 
ou 
I (9,9) = cos*9 o(o) + sin?4 h(a), 

avec 

ae Mth 7 (a 5) 
a AG = 1 ram ; 
(7) 6(6.)=— t : ir > y dm 

; Lv '(O, A.) [(a,— 9)? + af +... + ai] 2 
tant » 
a 

(8) Yp=— f 3 orm: LA SA) 


SAR ME + CSD are. ae 


car le coefficient de sin® cos@ sous le signe d'intégration est fonction 
impaire de «,, ce qui suffit à entrainer que son intégrale est nulle. 


4, Calcul de la fonction s+. — Nous posons 


P= LEO, AX): a,—=rcost (OSS), 
de sorte que 
ah 
d cos{(r cost — 0) 
GI — pr ee, baie ne 


2 


pre r— 201 COS a= 7) 


C’est une intégrale principale à prendre dans le domaine r< 4; il y 
a deux points singuliers à exclure: par des hypersphères infiniment 
petites ayant pour centres ces points, savoir l’origine r—o et le 
point r=¢6, t= 0, qui peut ne pas être dans le domaine. Nous inté- 
grons done dans la région 


CREER, r— 20 r cost + 67> 3? (5>0,9%0), 
et nous faisons ensuite tendre 5 et © vers zéro, indépendamment Pun 
de l’autre. Or si l’on pose 
(ty by resin (ex) 


de sorte que 


1H — 1 


pay 
x= 


‘298 GEORGES GIRAUD. 


et si l’on veut évaluer le jacobien de a,, ..., a, par rapport à 7, az et 
à m— 2 autres paramètres qui servent à fixer les b,, on trouve 


m—t 
d(a;, Am) 


LS | ri sin? 1 [SE es Ds | 
= — s 2 > DST TALS Re me 
HR le) in atts wrt TE 

=1 


où la notation se comprend d’elle-méme; on voit apparaitre la mesure 
d'un élément pris sur la frontière d’une hypersphère de rayon un, 
dans l’espace à m — 1 dimensions; donc, sis <A, ona 


oe - ; ST be ek é reost—o dr 
x lim cost sine | + PS PT PS EU PR | PTE A dl: 
G, 6>0e/9 \Ya rs 2 2 8 


(r?— 2pr cost + p*) 
r, et r, correspondent à l’hypersphère d’exclusion du point r —;, 
t— 0, hypersphère qu’on peut remplacer (I, 5) par 
(r—p}+ pti <6, 
puisque ceci s'écrit aussi 
ri arp cost + pt< 0 + O(( 72 — arp cost + 9°). 


Nous allons prouver que 


% 


. P à 4 fa rcosl — 9 dr 
lim cos { sin ~*¢ PIS RE ET or dt= 0, 
5>0 J} “8 us 
: “  (— 2aprcost +47) ? 
avec 
l=9—\0— 01? ‘=o + V9? PE FT rend. 2) == Pose 
1—f7—\o err, la=p +V9—0 sit>-»s0nprendr=r,= 9 : 
‘ 


Il suffit de prouver gh 


ë De 
lim - = VS — ————— dr dio, 
3>0 p btn © & bet te ea ICR C4 


À Dos +p'e] 2 


car la différence des deux fonctions intégrées est d'ordre — 1 par rap- 


, rl 
bs 
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port à ((7— c+ oA, ce qui n’offre aucune difficulté; or l’intégra- 
tion relative à r donne zéro, ce qui démontre notre affirmation. Donc 


ST T I; 
DT ; : rcost — 0 dr 
2(0)=— elim f cost sin f a (LL. 
F = s A 


ou encore 


at 


(9) a(5)=— mc) cost sin”!—?/ 
M — 1! 
r( ) if) 


\ 
À : rcost — 6 AG ee I 
>< IH “he {a 


C4 3 2 » 
" L(?—orpcost +9?) ? 


En changeant / en 7 —tetr en —r pour les valeurs de ‘supérieures 
SE 
à —, on trouve encore 


m—t\ 


ae ee : : rcost — 0 dr 
(10) 9(9)=— ef cos sin”’—?/ RS Se ie eet Ne. - dE, 
) , 


wia 


3 mei p 
TE (7? — arp cost +p?) ? 


l'intégrale relative à r étant une intégrale principale au sens de Cauchy. 
Soit maintenant r— cu; il vient 


DY > z 
(11) (6) === EL EAS 3 uk cost sin”—*{ 
\ ' 1 / 
. 0 - 


1 COST — 1 du 
D ————————— OC — dt. 


ë ENR 
=* (u?— au cost +1) ? 


On voit que le remplacement des limites d’intégration pour « par — 2 
et + procure une fonction qui diffère de s(¢) par une quantité 
bornée quand ¢ + 0; nous obtenons ainsi la partie positivement homo- 
gène et d’ordre — m. 

Nous avons donc à calculer 


Des u COS { — 1 du 
Ty me! 3 
-s | Sat 


uw—r?ucost+t) * 
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Ona 
wcost — 1 CA — I 
met m1 
u(u—ucost +1) * u(u?— au cost +1) À 
I ad 4 = 
Satis ——( G2 —= 2 CosO3-4))? 5 
m—i du. 
, L 
d’où 
er. du ‘ 
i Se a 0 ere (m2). 
ow PTE. 


u(u?— au Cost +1) ? 


Mais, en comparant avec la première expression, cela donne 


fin du 5 
1,::— y — cost (m2t). 


Mt-+t 


(a? — 2 ucost+1) ? 


En posant u = cos/ + «sint, on obtient 


+2 + 
du F dv 
RS Rene eee Se SIT wil SS 
nm +1 
x 


ma) 
as Les Le ER 


(u?—— aucost +1) * ; ec 1) + 


“en prenant comme variable 


ct as f “ 7 
=> ce qui introduit une intégrale 
ft") 


culérienne, on arrive à 


ion » . 
Leese ‘be a | Pers PR COS /, 


et par suite 


L—\7cos/ V ip) 


P4 ATEN sin -*#/{ (m pair), 
he pt ( 2 
ns r(2z ey | 
1,—\ meus! ya Sauls Fk (ne impair). 


pet 
Mais 


du 


t 
— <= = » log tang -, 
J, EV = MMACOS TEE | 2 


+ 
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comme on le voit en posant u = i i sintshe. Ensuite 
ee wecost — 1 ig 2 ee CORI pe 1 : 
L= di = == |\di—o. 
fee H(U?—oucost Er) uw— au cost +1 u 
Il faut maintenant multiplier par cost sin”-?# dt et intégrer de zéro 
7 
à - Le 
œ 
: dirt { 
af cos f sin’—*¢ log tang ot 
? = je 
2 ; AE D b i 
= sin”! { log tang >) — f sin? tcl 
Dian os we À 
a saat 
al ( 
VT Sr €, 
TU IL TA 
es 
2 
Donc 
| oT? 
CA A) = 
na, ax {-f2t — À 
ep 


| ee IN = 2 p= | | 
nb > LASER ST, 
\T ow à UP) ( 2. 
Gs ak ae 


4 ia ra fi ) r(“ = 2 = *) \ 


+ O(1) 


# 


(sm pair), 


RE Me (2 = ) r( ne 2) 
i ae 2 2 
(13) (9) = © om Ye 2 _~_>____* 


‘ PE. ‘ 2 a 
ar(? : .) M pe eet *) 


(sm impair). 


=- 0 ( 1) 


Nous allons maintenant simplifier ces expressions. La fonction 


LA 
Ann. Fe, Norm., (3), Ul. — Fase. 4. 10 
20 
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est la solution holomorphe et égale à un à l'origine, de l'équation 
hypergéométrique 


2 
(ir) "+ É — 3x) FR res 


x 


Or cette équation a aussi une solution y=) or avecc,==1;enla : 


ie | 


cherchant par la méthode des coefficients indéterminés, on trouve 


I . . 
que — est solution. Pour trouver une autre solution, on forme 
\l(i- 2 


d’abord le wronskien, qui est [x(1—x)] *, à un facteur constant 
près; il y a donc aussi la solution 


I [ dc ; 
Az(i—x)J Vrti— x) 


I . , 
= -)!>0, on trouve la solution cherchée 


» 


en posant 1+ ¢ 


== at ave tang 4 / = = ty tre | CURE RE << D 2 
2 


Set 2) Sent 2 
Soit maintenant s = yy¥1— x; ona 


- 3 = 
mae ys +{- AP LS ee = == Oy 
> 4 


équation dont la solution holomorphe à l’origine est 


ue ae r(n+!) 
NAS oe eS, 2} S : 
ee \ eal tang (/ ere Se a COLA <= in 


nee 
; £ NRC + OT (+5) 


Nous connaissons d’autre part le développement de ÿ1—x; en iden- 


tifiant les termes en 2” dans les deux membres de :=yy1—x, on 
trouve 
" a tl à ! 9 I 
SES s (ni) 
D PRE POR EEE à BSD US te 


p= Cp +- =) EC = Dap) NV {x ote OT + :) 
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alo Cia 1) (up :) : r(u+ =) 
3 D 5 — 
pool (p+ 5) Pi —p+s) LPS Tint yt (n+ 2) 


En remplaçant maintenant x par — 


la formule, valable pour m pair, 


f/m 
(14) = "G) O(1) 
4 G( 0) =r ——. qe nn O11). 
oe M — 1 m+i1\'! | 
gen ae Ce 


2 
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= V(n+1) 
PNR Etre : 
r(r + =) 
2 


et p par p — 1, on parvient à 


22 


Si m est impair, on transforme de même la formule (13) en se servant 


des développements de ¥1— x et de ae re 


; » dont le produit est wn, et 
fe Mil 2 

l'on parvient ala même formule (14), quis applique donc quel que soitm 

au moins égal à deux. 


9. Calcul de la fonction }. — L'intégrale qui donne Ÿ porte sur une 
fonction de r, de a, et de az, à intégrer dans le domaine r< À. En 
posant 


Gi ces? 4 > as 75in 9 cos 9, az—= sin§ sin os (220), 
r20o, DSÛS ri O£OSF., 


on trouve, si 7 est au moins égal à trois, 


1) 


f RTE Ay, Az) (Ay, ce, Am) 


Ft —= 2 


: T 7 
TE 45 d : rs 
sin f sin”—?Ü 
r(” — *) : d 


2 


1. 
I(r, r'cos5, r sin5 cosg)r"—" dr di do 
0 


Donc 
. m—2 ae 
2 ? ee i ps OTS ANR 
L(o)=— — sin”! 5 cos? 2 sin”! 4 
1 ‘ I m= 2 ‘ 1 7 hs 
Da 
{ Cy, 
1 
dr 
lary 
x == 7 da: 
wu 


(7?7—20r cos) + 5°) ? 
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car l'intégrale porte sur une fonction sommable. Cela revient à 
2 
m—1 


ol 


du 


T 9 a . » 
4(o)=— emf sind [| - — 4, 
up) Fe CF ù x hn m+ 
2 


(u?— ou cosÿ +1) * 


ou enfin à 


moot gs 5 
nm? $5 5 du 
Y(p)=— ef sins f Ds ji Le 
T m 0 e À 2 34 2 
Ae —>(u?— 2u cos +1) 


Ceci entraine, quand ¢ tend vers zéro, 


need m 
me ete! 
2 


(19) Adie anti ETE oe QU) 
ree 


2 


Le calcul suppose 1 > 2; mais si m= 2, le calcul direct montre que 
la formule (15) subsiste. 

Les formules (14) et (15) nous permettent de voir que /(¢, 0) est 
un noyau d’intégrale principale. En effet, en intégrant dans le 
domaine u.< ¢ <A, l'intégrale de / (2, 9) dV se réduit à 


Merry : 3 
ns ds Lf sin’”’—?§ cos?9 ds [° o"—'o(0) do 
) À o 


™ rats : 
+f sin d5 | — vie) de| 


0 wh 


[3 

= ——— i a"—'Lo(o) + (m —1)U(a) | do: 

m : va | 
re ri) À 


or la fonction intégrée ici vaut 0(£"-"); il y a donc bien convergence. 
Les hypothèses du Chapitre I (§ 11) sont bien satisfaites, et lu 
Jonction ® existe. 


6. Transformation de l'expression de kK. — Le calcul de ® revient 
à celui de la constante K de la formule (5), 


K lim f ÉCRIT ary NA Bonds 


> 
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cette dernière intégrale étant étendue à la région ¢ CR. Nous avons 
vu comment une telle intégrale se calcule; en remplaçant 9 +-(m — 1) 
par sa valeur exacte et en utilisant la formule de Legendre relative- 
ment à la fonction l', cela donne 


19 


ont R : 2 Re oh 
he — lim = sin’’—24 dt eG do, 
DEL Ty 5% re À : DEMI 


—2(f—21cos9 =-1) ? 


x A 
d’où, en posant ¢ = =) 


: — 97 qi 7 Fe = t — cos4 dt 
(16) i sin’—24 a Gh 
mE(m —1) u : Lina, 
=u 


2 


(ES cos TEE iy 


et nous sommes déjà assurés que cette expression existe. Mais il faut 
maintenant la transformer. : 
Le résultat des deux premières intégrations peut s’écrire 


ure alt 


, ate _t—cos@ ie. 
as ae eg A waned £ 
(Ch) | sin if SS eT a COO 7 dÿ, 
0 0 eT 


» 


(i-—— f COS9 1) 


ou encore (§ 5) 


an ae 4 Nr 
(18) D DT ee ey 
F meal ff Fr 
v0 7 


(22% tcosh4 1) 


En nous servant tantôt de l’une, tantôt de l’autre de ces expressions, 
et en remarquant que l’ordre des intégrations peut ètre changé 
dans (17) si u <1, dans hae Siu ee I, nous €crivons 


| — om qi sa) ({ — cos4) sin”™—*9 
LS AERERRREETREr) ET fs do dt du 
et 7 ES 


139 (/?— 2tcos#-+ 1) 


Aili 
(¢— cos%) sin" 26 
ere op OU LIE 
‘ ie med 


a a (H—orcos9+1) 2 
pacer 5 L } 
i— cos dt 
ne LA 26 Det he ATT al Bede Ya a (rd Me NT) |. 
i marl Vf F 
F6 (i220 cosh == 1) 2 ; 


k étant positif et infation à un. Le premier terme de [accolade s'écrit 
20% 
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(t — cos@) sin”? 6 
— lim af if AS RE TRUE acerca 
bet ed yan Ot (t2—2tcos6+1) 2 


car, sliu—> +0, 


aussi 


Fee à ees 


Ro m—2 
ff His _(¢—cos4) sin 4 6 dh dt = Ou"); 
t?— atcos9+ 1) ee 


donc en multipliant par = et en intégrant de / à +, on a O(F"), 


c’est-à-dire un infiniment petit; en le retranchant, il reste 


r= SEs, m—2 
if" 7 nen ae ie Pire © d6 dt du; 
itk “ 


— otcosi +1) ? 


ques, 


« 


sae n— 
‘i =|) if viola tae Ad du=0 (bm log : )» 
wat : Ii+k 


(@2— 2atcos9+1) ? 


ce qui achève la vérification. Le second terme s'écrit de même 


(¢ — cos 6) sin”—*?6 
nf u af “ihe ~ à | ms 4 di du, 


t?— 21cosû +1) * 


comme on le voit en ajoutant sin”? cos@ à la fonction qu'on intègre | 
par rapport à 0 : cela ne change pas le résultat. 
Mais si æ et x, sont positifs, et si fest continu, on a 


de zh {(8) dB da = [ f(a) log = da, 


car les deux membres sont nuls pour 2 = x, et ils ont même dérivée 
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par rapport à x. Done 


~ — gi i 2 / cs Er oe 
En Ses : cf ALT SL Be d5 dt 
mIT(m—1) te Juge À 1+ ee 
> (— 2tcosû +1) ? ‘ 


Ua: egg 1n7/—2 
7 lim f a Pes de J ates cout ee Oecd 
0 


m+ 
(P— 2tcos0 +1) ? 
1+4 : Tv 
+f =f sin? =D 
ie Ud 
u 
£— cos dt 
xf pu iil — d6du 
t 
0 


(@— 2tcos0 +1) ? 


’ 


. 


D’après ce qu’on a vu dans le courant du Chapitre 1 (§ 12), la 
fonction f(e, 9) vaut O(log|A—p|) quand ¢ tend vers À. En sui- 
vant les calculs, on reconnait ainsi que, dans le premier terme de 
Vaccolade, la quantité qui est multipliée par log(1 + #) vaut O(logs), 
et par suite son produit par log(r + #) tend vers zéro avec #. Il en est 
de même pour la partie où figure le facteur log(1— /) dans le second 
terme de l’accolade. Enfin le troisième terme tend vers zéro avec #. 
Nous avons donc | 
amg! Hdi (£ — cos@) sin”—?8 es 


EE os m+ 
a LA. t 
mien Er (@— 2tcosû +1) ? 


Mais nous avons évidemment, par changement de 4 en 5 — 0 et de t 
en —2, 
FT? logt _(é— cos4) sin™*9_ 9 
4 ae ate Fo NE dé di 
t?— 21c0os50 +1) * 
a Zz: in”? 0 
={- ee (¢ — cos@) sin a i dt Tees 


(t#2— 91 C0o89 4-1)” 


Par conséquent, 


ie | 


(¢ — cos) sin”—?# 


4 ge gril ita log L| iE i 
Ke= : lt, 
(ra) NT mPtm — i) l je ; = 
3 ({(2— otcos6+r) 7 


, 


l'intégrale relative a ¢ étant maintenant une intégrale principale. 
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où 4 = o est à exclure par un intervalle (—h, 2) (ce n’est pas une 
intégrale principale de Cauchy). 

Nous voulons maintenant remplacer dans (19) la variable d’inté- 
gration t par la variable w telle que ‘ 


t=cos + usin4; 


nous aboutirons à l'expression 


wl ey 


+z 3 


Jos BS u log} cos + u sin’ | 
(20) Kz ogee red ree a d9 d'u. 
mEF(m—1)J, uti J sin§(cosd + u sin) 
hes (ea? 1) 2 


Le changement de variables est biunivoque pour 9 > 3 > 0, et le 
jacobien sin0 n’est alors pas nul. Montrons que 


Srey ee 
(¢ — cos) sin”—?6 


: 7" log} t 

lim f ees 18 PS PC CS TE UT 
£ 1 mt 
B>ûe/ 0 ; 


(4 — 91cos9 +1) 2 


d dt = 0. 


Si, de la fonction intégrée par rapport à 0, nous retranchons 


(1 — 1)9"—-2 PS 
—, la différence vaut O : 
eo eo ES wae one 


I 


4 quand le radical 
Æ 


est infiniment petit. Donc 


se 8 . f 
"logs x (£—cos4) sin”—?ÿ (4 —1)9"—° P 
: FRONT AUN TON Wee PRE TUE FE ea 
vik la | 


(— 21 cos) +1) * [ét—ar +8] ? 


existe, et par suite sa limite est nulle quand # tend vers zéro. Nous 
allons voir qu'il en est de même pour 


1+# 


3 
lou / ’ ({ ——] Gin? 
[ ES Aie Le Ne dg di: 


F l + | 
i “ei e eye 
on à 
ds (/ = pygns ti u"—? d 
RE = au 
| : wale = (tt) if rs = 1 
" [trs] 2 ay (w2-+1) 


ce qui entraine notre affirmation, puisque logs == O(t—1); on voit 
que la convergence est uniforme par rapport 2 3. Étant donné un 
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eo 


nombre <> 0, nous choisissons k(o << k <1) assez petit pour avoir 


itk 8 é 
loc ve m—2 : 
ll 26% (¢ — cos@) sin”’—29 dO dt tte: 
1—k ‘0 


m+) 


({— 2tcos§+1) * 


quel que soit 3 : c’est possible d’après ce qu’on vient de voir. Puis 
nous nous donnons un nombre positif À, inférieur à 1— &, et nous 
prenons f assez petit pour avoir 


"log | t| 3 (t ars cos4) sin”—?9 
J t [ aoe Se le 
h to (E— 2tcos4 +1) = 


ce qui est encore possible car, sans changer le premier membre, on 
peut ajouter sin”*-*0 cosû à la fonction intégrée par rapport à 0, et 
alors on a en réalité une intégrale double de fonction sommable. 
Enfin nous diminuons au besoin 8, de façon à avoir 


—h 
«1 elt de m2 6 
(f pe 0 ele fit (t — cos4) sin ml ee URL Via RS ere 


rity i (t?— 2tcos9+1) ? 


c’est possible, car on peut changer l’ordre des intégrations, et alors le 
résultat de l’intégration relative à ¢ est borné quand 0 varie. On voit 
qu’en définitive ce procédé donne un nombre 7 > 0 tel que l’inéga- 
lité 6 << y entraine rs 
a We | 3 m—2 
ft log | ¢| f (¢ — cos) sin”—?8 datl=3e. 


m+ 
t Ho 


(t2—2fcos9+1) ? 


ce que nous voulions démontrer. On a donc bien 


=—h 
_ gm qin a log il 
K = = lim lim lim se 
mY'(m —1) 350 r>0 1>0 


«f (4 — cos) sin”—?0 di dt, 


En 


(£— 2tcos9 +1) 2? 


win 


x 


et le changement de variables peut être fait dans le nouveau champ. 
Relativement aux variables 0 et u, le champ est défini par 


B<b<2) . h<|cos#+usin9|</, 


À /, 
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ce qui comprend le champ 


B<0<%, ju|\<V—1, |cos@ + usinô|> A. 


Mais l’intégrale | 
jul. log | cos? + u sinô| D 
Jf mrt!) || Sx Otcos Ch sind) [oo 


(w+ rs VE 
étendue au champ 
ju|>Vl—1, B<0<%, |cos# + usin0| > A. 


se limite aisément; on a 


log | u | — log | sin9 + sa 
log | cos6 + wu sinô | SAR ? | u 
sin@(cos@ + u sinÛ) hsinf , 
et l’on a 
a > log |sin9 + es > — a, 


où a est un nombre quelconque supérieur à — logsin®; l'inégalité 
est valable pour / assez grand; il est donc évident que notre intégrale 
tend vers zéro quand / croit indéfiniment. Ainsi 


gt RE PE bt, u log |cos9 + uw sin@ 
K — ———— Jim lim — NET du, 
mT(m—1) ps0 4x0) _ m+! J sin9(cos9 + u sin) 
Dali dale ed © Sn 


le champ d'intégration pour 0 étant défini par 


B<6<T |cos6 + usin8| > A. 


Montrons que 


rh K a ge lim 2 u * log | cos9 + u sin | 4 d 
= — — >? dO du. 
mVP(m— 1) 850 (u? + sin9(cos9 + uw sin) : 
u?+1) ? 


En effet, si 0 appartient au champ 


(22) B<0<5, | cos + usind|<h<x, 


ona 
| «cos — sing | > V/1+ w— he; 
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mais 
I : : 
Tue cos§ — sin0— cotg@(cos@ + usin®); 
donc 


es 
u log | cos6 + wu sin | 
[ es RE Part (5 so en 
u?+1) ? | 


— <— co [4 


le champ d'intégration étant défini par (22), de sorte que le loga- 
rithme est négatif. Mais 


vi» 


(u? EE 


— fogl 0058 + w sind | 45 < — fog | 6048 + wsind|(u 0080— sin6) a 


Vis 
car ucos0 — sin®@ est négatif dans notre champ; le dernier membre 
est évidemment O(hlogh) (cela se voit en prenant cos) + usin0 
comme variable d'intégration). Le premier membre de l’avant-dernière 
inégalité tend donc vers zéro avec h. Ensuite, en intégrant dans (22), 
on trouve 


ee acne) sini) di, 
cos@ + usin®@ 


sauf si u est tel que |cosô + wsin0| soit moindre que À en l’un des 
points 0 — 8 ou 0 — = : dans l’intervalle 


__h+cosf es h — cosf 


7 sinp sin 5 


log? À — log? | cosB +-u sinB | 
F ? 
log? | u| — log? 
2 


on a, pour la méme intégrale, la valeur 


et, dans Vintervalle —h<u<h, elle vaut Il en 


résulte évidemment que 
+ © 3 - c 
— (Sees (u cos0 — sin@) d0 du — 0. 


DEA cos + using 
(u?+ 1) 2 


lim 
A>oJ_, 


La formule (21) est donc établie. 
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7. Nullité d'une certaine limite. — Pour parvenir à la formule (20), 
il reste à établir que 


i; ne u 3 log | cos? + usin | Hoy coe 
ees Fe sinf(cos + usin) 
OCT) 


Tout d’abord prouvons que 


+ : 5 . 
u ’ Toe(cos4 + wsin§) à 
i a8 eee. i ie 
Le a J sin9(cos9 + wsin9) de: 
Ur) * 


[2 
Brody 


En effet on a 
log cos4 log cos 7 


sin9(cos9 + u sinÿ) ” sin9cos9’ 


aie log(1 + u tang) <\/ u 


sin9(cos4 + wsin4) sin9 cos‘ 4? 


la dernière inégalité résultant des deux suivantes : 


log(1+ wu tang4) u log(1 + uw tang4) : 
sin9(cos9 + using) ~ cos*4’ sin9(cos9+ uw sinÿ) ~ sin9cos9 


Comme log(cosô + usin0)— log cos + log(1+ utang®), on peut 
décomposer l'intégrale en deux, et les inégalités précédentes montrent 
immédiatement que chaque partie tend vers zéro. 

Prouvons maintenant que 


; x u 3 log | cos§ + wsin4 | 
lim ~didu=o. 


es) TE sin§(cos9 + u sin4) - 
re “(era tn 


Nous supposons qu’on a tangÿ < 5° Alors, d’après la formule des 


accroissements finis, 0 > log(1 + utang0) > 2utang0; nous avons 


: 8 ‘ r 2 
aussi cos0 > —; cos0 + usin) > —; par suite 
65 65 
labens Ae ne coal = wf 5 
ae ogcos9 à > \ a log cos - log ( i+ u tang’) 65 A 
sin 9(cos9 + u sin) a sin Ÿ sin9(cos9 + u sin9) 16 


notre démonstration est faite. 
Restent les valeurs de w inférieures à — 4. Nous supposons 8 assez 
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petit pour que la plus petite racine positive a’ de l’équation en x 


z*sinB — x cosB +1=0 


soit inférieure à deux : c’est possible, car limæx'— 1; l’autre racine 
p>o 
ne a 
positive x” équivaut à 8 *. Supposons uw assez grand en valeur absolue 
pour que nous ayons 


cos6 + usinB < —; 
\V—ut 


il faut et il suffit pour cela qu’on ait — u <a? ou — u >”, mais le 
premier cas est impossible puisque — u > 4; donc cela revient à sup- 


poser —u > 2? = VE Si l’on a en même temps 


cos8 + usinB > — ees 
—u 


c’est qu’on a —u< x 


[BR 
[oie Ans où x” est la racine positive 


de l’équation 
z*sinB — xcosB — 1 —0; 


il est évident qu’on a x”=—x La > x”. Supposons donc 
, wt UE LT 
et intégrons par rapport à @ dans Linternaug où l’on a 


| cos + FN VII 2 


V— u” 


une extrémité de cet intervalle est le point 8, et à l’autre extrémité 


on à 


; I 
cos# + u sin9 = ——; 
\V—u 


dans cet intervalle on a 


Aye Re’ Lu cos — sing > — Vi+u? 


sin? > — À AD ©. d’où 5 = Olu); 


et 


ul 
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d’autre part 


1 ‘ cos4(wsin§ + cosô) 
—— + ucosé — sin? = ———_.—_,——__ 


sin sin 
d’où 
à cos?6(u sin0 + cosô)? 
= (4 0089 — sin0)[— 1— cosO(u sin 0 + cosô)] + TT Fe ST 
en intégrant dans notre intervalle, il vient : 
a CA LE I 8 cosÿ — sin9) dG 
cos§ + u sinÿ 
= = log?| cos + usinf | — 3 log(— u), 
0 < f c05 logl cos§ + u sin6 | (ucosé — sin 0) dé 
< f ro81c0s8 + u sin0 | (uw cosô — sin4) di 
=(cosB + uw sinB)log|cos$B + wsinB| 
ne esp = log (— uf 
cosB — usinf War g( ) = =; 
enfin 


cos? 0 


g (cosd + u sin) log | cos0 + u sin | —=0[V-— « — ulog(— u)], 


de sorte que l'intégrale de ce dernier terme estaussiO[Ÿ—ulog(—u)|; 
—(m+1) 


en multipliant toutes ces quantités par u(u®+ 1) * du, et en inté- 


x"? 


rant de — à — 2x", on trouve des infiniment petits, notamment 
8 P 


u log*| cos + usinB| _ 
PERS RS NE EN EE | — 


(u?+1) ? 


O[B" log? | cosB + u sinB |], 


et l'intégrale dans un intervalle d'amplitude of a) contenant le 
V 


point u——cotgf, est évidemment infiniment petite. Supposons 
maintenant — uw > x"?; alors les valeurs de 0 pour lesquelles 


|cos@ + wsin6|< — 


V— ui 


forment un intervalle intérieur à l’intervalle (0, B), et, en intégrant 
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dans cet intervalle, ona 


(u cos9 — sin§) d§=0, 


| fas using | 


cos + wsin§ 


| 0 < f cos8 log | cos 0 + u sin | (w cosô — sin@) d@ 


< f log| cos + wsind | (x cos9 — sin5) ds + 


= — a log(— 1) — —— ae 
Vert NE 


et enfin la fonction qui reste à intégrer, et son intégrale elle-même, 
—(m+1) 
valent O[ /— « log( — u)|; en multipliant par u(u®+1) * du, et 
en intégrant de — æ à —x"?<< — AB-' (A constant), on trouve des 
infiniment petits. 
Il reste la partie de l'intervalle (o, 8) où l’on a 


: I 
|cos@ + wsin§!> : 


V— uw” 


nous écrivons alors 


FE I a 
sin§(cos?+ using) ‘sin9cos@  cos6(cos9 + u sin6) 


Nous limiterons d’abord 


FT? : : 4 : 
Î u (Sees A 
nl Here cosô(cosô + wsinô) 
ue? 2 


t 


et 
Nous remarquons que, pour u <—4, le rapport ann aint es 


Pre A a bine 1 $ eee bee 
positif et borné, ainsi que le facteur —;- Nous avons donc à limiter 


Deeg lp nel 608d ind) dd du. 
ne? cos + using 
ett a1)? , 


Si — u < x'?, l'intégration relative à 6 donne 


Oflog?(cos$ + w sinf)], 
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: #4 ‘ I ; # 
car, dans tout (0, B), cos + usin 6 est supérieur à ——; nous remplace- 
V—u 


rons cela par O(B) si — u < T° et par O[log?(— u)] ii <—u<x'”; 
\ 


UE] 


sia’? <—u<x"?, la limitation est encore O[log?(— u)];si—u >x"*, 
il faut faire attention au changement de signe pour cos + wsin9, et 
l’on trouve ainsi O[log?(—u) + log*|cosB+ usin3|], qu'on peut 
remplacer simplement par O[log?(— w)]. Dans tous les cas, l’intégra- 
tion relative à u donne un infiniment petit. 

Il reste à limiter l’intégrale 


| log | cosÿ + usin | d5. 
sin cosÿ ; 
étendue à la partie de (o, 3) où l’on a 
|cos6 + using | > — = See 
V—t 


: cet inter- 


V—u 


Il y a d'abord l'intervalle où l’on a cos? + uw sin0 > 


valle commence à Ü —0o, et comprend tout l'intervalle (o, 8) si 
—u<x"*; ona alors, d’après le théorème des accroissements finis 


‘ — . 0 {/. 0 
o > log(cos4 + « sin) > — 2 /—u sin - | sin - — w cos); 
2 2 2 


ROUE . - 9 9 a ; 
ona donc à intégrer une fonction (sin dr cos=)O(V— uw); Vinte- 
2 2 


grale indéfinie du premier facteur est — 2 (cos? Ay sin=); et son 
2 


intégrale définie vaut donc O( 8? — Bw); on a donc à calculer 


SEL Te { O(B) (m> 2), 


a (a ete sa | O(VE) (n=3) 


ce qui tend toujours vers zéro. Si —u > a”, nous écrivons l'intégrale 
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a eee cos9 + usin§ I NÉE 5 
indéfinie — ec ee d’où l’intégrale définie 
COS — COS — . 
2 2 


I 
= i on + O(1); 
cos Al = 
1 ,. , . . a a ‘el 
après l’intégration relative à vu, de — 0 à —a”, on obtient encore 
un infiniment petit. Il nous reste seulement l'intervalle où l’on a 
—"] 


— 9 


V—u 


cos 4 + using < 


intervalle qui existe seulement si — uv >"; alors on a 


ÿ 
ide AR; = 
donc 
log(— cos9 — u sin) —u 
sin 9 cos @ =o| out — 0) | 


l'intégrale relative à 9 vaut done O[¥— 8ulog(—u)], et l'intégrale 
relative à u, de —æ à — 2x”, est infiniment petite. 
La formule (20) est donc établie. 


8. Fin du calcul de K et de ®. — Supposons que w soit positif, et 
posons : 


T 
u—coter, OS Ps eee 


Nous voulons calculer l’intégrale 


"log(cos9 + w sin 0) dû 
sin§(cos§ + u sin) 


6+] 4 Lo TRES = 
sik [log cos9 + log(1+ uw tang9)| tangO 1 + utang9 / cos’ 


Mais 


at 


1 9 I ub di 
Ele tangŸ = 1 + wtang9 ) cos’ 


i 
tang’ tang9 

= » log ——_—2-—_ tang 9 log ———2—. 

Bon Conn ge I+ u tanger Bi 4 I+ u tang) 


vo 


tn 
to 
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on trouve 


d’où en posant encore utang@ = + 
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en posant uw tang§ =z, cela donne 


log(cos@ + u sinô) tens LE: 
ie sin6(cosd + u sin@) = log(2u) og Ÿ 


+f eds -[ log(1+ t) 


Ii+¢ 
fe t t dt 
+ 


Sur tt) ewe 


Vu+1 7° 
= log 2 log rene 


DL UE 2 
12 3 os" 
t t dt 
ig Jo Tt 


+t C+ we u? : 
Passons maintenant a 


- 


¥ log(cos@ + u sinô) dû 
J sin6(cos§ + usin@) 


TF) 


sy [tog using) + tog ($2882 + 1)] u do 


cotg@ + u usin?@’ 


i log (uw sin) ——_,—— aes ae 


usin?49 


Tu 
= log(u sine )tog (LE + ) + fl log( 


=e + ) cotg 0 dé, 


ip, log(cos6 + usin6) do 
,  sin@(cos§ + u sin) 


+e 
u I t 2 
+ -log?a = f log u'dt 
Varese ; 1+¢t t(t?+u?) 


= log2 log 
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Ajoutons les résultats obtenus; nous trouvons, pour u positif, 


ui 
18 log(cos@ + u sin6) dû 1 Fis t idt 4 t di 
, Sinô(cosÿ + using) 12 +f 1 STP af Hit) 


Tt? log(1+¢ a t t dt 
= +f FOB EC RES anne es 
12 r t F i+t4@+u 


a 7 + fo gels a (u>0o) 
— — oO). 
: Pr+t P+ wv? 


Passons au cas où u est négatif; posons alors 


T 
u —— cotgr, ee 


Nous écrivons 

T 

iP log | cos + wu siné | 4 log cos + log|1+ wtang§| 
, sind(cos# + wu sin§) Sale sin§(cos§ + u sinô) 


“la 


En posant, dans le courant du calcul, ¢ = —uwtang0, nous trouvons 


CE ES 


w|a 


log cos 0 dô if logcos6 df 
J sinf(cos6.+ using) J, cotgd+w sin*9 


T tang log 
a tdt 
wr Chr E+u 


: , , 5 : Te 
En intégrant de zéro à un arc y compris entre-v et —, nous avons 


Rat Ne las 


ensuite 
fee 1+ utangé | dû 
sin9(cos9 + usin) 
ns 6! I u dj 
=f log | 1+ u tang ic Hak iu tang c0s249. 


log | 1+ u tangG | tangé| di 
= — <log*|1+ u tang +f Dr Whang 3 cos? 4 
d5 


log ee t) log | 1+ utang6| ‘ 
= — = log? [1+ wtang fed boron Pit Pits +f ; tang 4 cos? 4? 
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a . ” yz om 
dans la dernière intégrale, nous posons cotg0 = — ut, d'où 


‘Tlog(—1—utang§) dô af -t dt 
if tane4 cos? bagi t > 
| log(r — ¢) 
= + log? ep er" dl; 
__ cots y 

ainsi 

is 1+ u tang§ | dû 
J, sin9(cos4 + u sin6) 

cotg ¥ 


T? " Jog(r —t) 
= + log*(— u tangy) — = log?(—1— u tangy) — 3 — f a6 dis 


. T hd = 
si y tend vers —» on parvient à 


14 
f log|1+utang6|d6_—— 


Rang =e (Soh 


La formule (20) entraîne donc, en effectuant l’intégrale d’une fonc- 
tion de u, 


1 gm ml À T° ce u 
KE = ste =9 | ama “UL pe 


(u?+1) ? 
+ © 
1—t| tdi 
=f log | ——|= - du |. 
A 1+t|{ + u* 


Dans le plan de la variable complexe s =a - cy, considérons la 
partie du demi-plan y > o qui est intérieure à un cercle infiniment 
grand de centre O, et extérieure à deux cercles infiniment petits dont 
les centres sont 1 et — 1. Dans cette région, la fonction 


“OEE Ru 3 
DS stat a? 


est uniforme et n’a comme singularité que le pôle z — iv. Nous don- 
nons au logarithme la valeur — x pour 3 = 0, de sorte que, sur la 


= | 


NN ere 
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demi-circonférence infiniment grande, ce logarithme est infiniment 


petit. On constate alors que l’intégrale 


log <<! 5 as 
ES à 257 
A Em 


étendue à l’une quelconque des trois demi-circonférences, est infini- 
ment petite. Ktendue au contour total, dans le sens direct, elle vaut 


4 iu+i a £ 1+iu 
ti log Te aime log 


— == 7 — aT arc tangu. 
1—lu 


Par conséquent, 


“ake nel Salt i Woes 1+t|-édt Te? 
log NS er. log = > == — — Tarctangu. 
y 1— | + u* 24) 2 1—L| + u* 2 
Ainsi, d’après la formule (23), 

Done T° w arc tangu du - 

a pe SRE A 

mT(m—i1)J, pus 
(EAS) 


Une intégration par parties donne 


fie uarctangudu 1 se du “ao Ant 
MEL 2 IN AE m+! o(m—i) (m+ 
9 (u?+1) ? (u?+1) ? F - 


On a donc finalement 
J qe 
(24) K == mes(2) ) 


2 


2 


Tr! 
mr? a ee ) 
2 


Ce résultat nous montre en particulier que ® est partout positif ou 


nul, fait important pour la suite. 
Bien que le calcul actuel suppose m2 2, la comparaison avec le para- 


graphe 2 montre que la formule (25) est encore valable pour m=1. 


DOE, pa, gc,cs. 


(25) @(X)= 


21% 
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CHAPITRE III. 


EQUATIONS A INTÉGRALES PRINCIPALES. 


1. Equations qui vont être étudiées. — Reprenons la variété close V 
à m dimensions (Chap. I, 6), et sur cette variété le tenseur Q qui sert 
à définir la mesure dV d’un élément de ?, et le tenseur A,,8 qui sert à 
définir les domaines d'exclusion relativement aux intégrales formées 
à l’aide du noyau G(X, =) (Chap. I, 7); celui-ci est du type étudié au 
Chapitre précédent (II, 1); on suppose que la fonction G,(X, =) 
satisfait aux hypothèses du Chapitre I (§ 3); toutefois les nombres 
désignés dans le Chapitre I par À et par A, seront pris égaux, et leur 
valeur commune sera nommée h. On se donne une fonction /(X), hol- 
derienne sur Y. On se propose de trouver, pour chaque valeur du 
paramètre A, une fonction p(X) telle que l’on ait 


(7) 
(1) o(X)—a fi G(X, A)o(A)dV,= f(X). 
2 Vv 


Puisque l'intégrale est une intégrale principale, la fonction p doit 
remplir d’autres conditions que la continuité : effectivement les solu- 
tions qu’on trouvera rempliront des conditions de Holder. C’est seu- 
lement dans les cas de m=1 et de m= 2 qu’on résoudra ici l’équa- 
tion. 


2. Cas d'une intégrale simple. — Si nm —1, nous considérons donc 
l'équation 


(2) p(#)—2 f G(x, a)p(a)Q(a)da= f(x). 
v 


Nous appliquons le procédé bien connu de l’itération, qui donne la 
conséquence suivante de l’équation proposée (Chap. II, 2) : 


(3) [1+ RS (ete) —# [et [GC a)G(a, E)Q(a) da dé 
Vv Vv 
=S(2) +f G(a, a) f(a)Q(a) da. 
v 


à ne | 
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Puisque ®(2) = m?Q? (a7) c?(ax), on voit que le coefficient de p(x) ne 
s’annule nulle part si À est réel (on voit l’importance du fait que © est 


positif ou nul). D’autre part (Chap. II, 2), 


[ G(x, a)G(a,%)2(a)da=0(| 2 —Ep) (h>0). 
ei 


L’équation (3) est donc une équation ordinaire de Fredholm, et l’on 
sait la résoudre. Remarquons toutefois qu’il n’est pas démontré que 
toute solution de (3) [méme dans le cas où (3) a une et une seule 
solution | soit solution de (2). Nous verrons plus loin (§ 6 48) comment 
on peut parvenir à résoudre et à discuter complètement l'équation (2). 


3. Gas des intégrales multiples. — Si l’on essaye d’appliquer le 
même procédé pour m22, on échoue, parce que le noyau itéré est 
encore un noyau à intégrale principale (II, 5), contenant effectivement 
une partie positivement homogène et d’ordre — m. On déduira même 
facilement du paragraphe suivant que, si m= 2, l’itération poursuivie 


‘aussi loin qu’on veut ne permet jamais de faire disparaitre la partie 


positivement homogène et d'ordre — 2. 
Mais soit H(X, 2; À) un nouveau noyau d’ intégrale principale, du 
type décrit au Chapitre I (§ 7), et dépendant Eve À; on suppose en 


outre que, dans sa composition avec G(X, =), l'hypothèse supplé- 


mentaire du paragraphe 11 (Chap. I) est satisfaite, de sorte qu’il existe 
une fonction ®; nous noterons celle-ci ®(X; A), car elle dépend de A. 
Nous avons alors 


(4) [1+ 22@(X; A)]p(X) 
aif” [noes ce PAS Oren W(X, A:2)G(A, €) dV, 


x p(Z) dVz =f ri [7 HOX AG) f(A) dV. 


Laissant d'abord de côté le coefficient de 9(X), nous allons chercher 
le noyau H(X, &; A) de façon que, £ étant un certain nombre positif, 
on ait | du ss 
(5) H(X, E32) — G(XE) — 2 | H(X, A; 1)G(A, E) dV, 

V 


—O[L#r(X, E)]  (4>o); 
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de cette facon la théorie classique de Fredholm permettra, pour chaque 
valeur de A, de trouver la ou les solutions de l’équation (4), si celle-ci 
est soluble, en supposant toutefois que le coefficient de ¢ ne s’annule 
nulle part sur Ÿ. 

D'après ce qu’on a vu (A, 11), si la condition (5) est remplie, elle 
l’est encore pour toute fonction H qui diffère de la première seulement 
de O[ L‘“(X, =)](4 > 0). Nous avons donc à nous occuper seulement 
de la partie positivement homogène et d'ordre — m. C’est ce qui sera 
fait bientôt pour m= 2. 

Observons dès maintenant que la condition (5) suffit pour vérifier 
l'hypothèse formulée au paragraphe 11 du Chapitre I; par suite cette 
condition entraine l’existence de la fonction ®. 

En posant dans (5) 


La 2x — Ya; Aa 22,— bz CAT, 25... UT), 


on voit que cette condition entraine 
(yn) 


(5bis)  H(X,2;2)—G(X,2)—2 G(X, A) H(A, =; 2.) dV, 
Le 
= O[L4-"(X,E)]. 


4.” Gas des intégrales doubles : recherche de H. — Nous nous don- 
nons un point X; dans le domaine %, auquel il appartient, nous chan- 
geons linéairement de paramètres (II, 3), de façon que le point donné 
soit à l’origine et que la fonction G(X, A) se réduise pour lui à 

— W(X)a,L-3(0, A) + O[L’-2(0, A)]. 
avec 
W(X) =y La,8 3.8 Cacg fa -Bi= Fa) 


Soient L(O, A)i=r, a,=rcos8, a; —rsin0; nous dirons que 
— W(X)r-’ cos est la partie principale de G(X, A) pour le point X 
qui coincide avec O. Pour le même point, nous chercherons la partie 
principale de la fonction H(X, A; A); soit w(4)r-? cette partie princi- 
pale : la fonction w est l’inconnue de cette recherche, et elle doit être 
continüment dérivable et satisfaire à la condition 


27% 


(6) f w(5) db =, 
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pour que H soit un noyau d’intégrale principale du type désiré. Nous 
allons donc considérer X comme fixé en 0; nous posons A WO /D = u; 
la fonction w dépendra de y. 


D'après ce que nous savons (I, 12), la condition (5) s’écrit (') : 


o(s) Weoso : m(6)(a;, —£ 
or. REA Mn Aie LEE DER = -O(ok-2), 


x 
2 


r{(a,—2,)? + (a,—%,)?] 


et lintégrale est étendue à la région r <1; on pose 
t 


Érmp(o=0o). Z,—= 0 cosy, É— 90 Sing; 


cela donne 
(9) + Wcoso —p hime f° Bi a Pas d(r,9}= 0. 
r'[ 


Fig r?— arpcos(§ — 9) + n°}? 


Dans l’intégrale qui figure ici, remplaçons 0 par 9 + wu; on démontre 
alors comme plus haut (II, 4, 5) qu’on peut intégrer d’abord par rap- 


“ Ld a + 27 » œ: cos 
port à r de zéro à un, à condition d'ajouter PERS à la fonction inté- 


grée, puis par rapport à w; en posant r—pgt, et en revenant à la 
variable 9 au lieu de w, on obtient ainsi l'équation 


Cir 


pate faa) fe ny a 
| [#2 — ot cos(0 —p)+1f | 


caf 0) f LE ar poset ee ey 
vo f [#2 2tcos(9 — o) + 13}° 


Nous avons à calculer la fonction 


1 red he 
He \ tcos@ — cosy a ol 
17 | fe — a1 cos (8 — o)-+1F 
res tcos§ — cos® dt. 
! [#— atcos(4 —o)+ 4]? 


es 
11) Les deux accents à la suite du signe £ signifient que l'intégrale est double. 
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il est inutile de donner les détails de ce calcul, dont le résultat est 


— sing cotg + cos. 


.,9—9 6—@9 
J(8; 9) = cosg log sin* — ; 


En tenant compte de la condition (6), nous parvenons à l'équation 


ae bole — 2) d9=—W 0089. 


Ÿ le 
(8) o(e)—8 f ü (6) (cose logsin® 5 
0 

C’est une équation à intégrale principale. Nous allons en obtenir expli- 

citement la solution, qui existe et est unique pour toute valeur réelle 
de p. 

D'abord toute solution de cette équation remplit la condition (6). En 
effet 


d'Al . ,0—& : 0—9 
f ib w (8)( cos log sin* —_— — sing cotg . di do 
0 0 = k 


2H 2k 
= f 0(9) f (cos¢ log sin: 2 — sing cotg—2) de dh, 
0 0 


2 


car la légitimité de ce changement dans l’ordre des intégrations a été 

démontrée (I, 9). Mais la fonction intégrée par rapport à 9, au second 

fn? 
2 


Alors il suffit de multiplier les deux membres de (8) par do et d’inté- 
grer de o à 27, pour obtenir la relation (6). 
Considérons maintenant la fonction 


membre, est la dérivée de sing log sin? ; le résultat est donc nul. 


27 


u(p, @)=— — log[p?— 29 cos(9 — 9) +1]w(9) dd, 


qui est harmonique par rapport à &, = p cos et 8£,—o sing dans le 
cercle de centre O et de rayon un. Sur la circonférence, en tenant 
compte de la relation (6), ona 

27 


I " 
u(t, @) = — log sin? À 
4 0 2 


€ (0) dd; 


d’ailleurs u est nul pour 9 =o. De plus 


à 27 
ap (ts 9) = 0(9) — Eh w(9) 46 —w (9). 


eg 
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L’équation (8) équivaut donc (vozr le chapitre suivant, § 3) à 
0 Dour 
(9) jp (19) Hames. [sinqu(s, 9)] =—Weosg. 


Nous allons chercher la fonction u, qui peut s’écrire 
a 


u(p, 9) = >) p'lancos(ng)+-busin(no)], 


mas 


où les a, et les 5, sont des constantes, car cette fonction est harmo- 
nique et nulle à l’origine. Supposons que cette série puisse être dérivée 
terme à terme mème pour ¢=1. Ona 


2sing[a,cos(ng)+ b,sin(ng)|—= asin[(n+1)®]— ansin[(n —1)9] 
— 6, cos[(n +1)9]+ 6, cos[(n —1)@]. 
L’équation (9) se traduit done par 


a,—Tpa,——W, . b,—tTpb,=0, 


An TY (An — n+, )=0 | 


(n>1). 
by + Tp (Oya Ons) 0 | 
Or la relation de récurrence 
Pr + TU(Pn-s = Pnsi)— 0 


a comme solution générale 
Pr =4ag"+ bi, 


où a et b sont des constantes arbitraires, et où 


1— VI HAR RE at yit gee 
(ro) DE 2T pL ; a 2T 4 : 


Ici la constante b est nulle pour les a, comme pour les b,, à cause de 
la convergence de la série 2,(a,-+ 67). On en déduit que tous les b, 
sont nuls. Nous avons nécessairement ensuite a,= ga,, d'où 


a, (1 rmug)=—#; 


en tenant compte de l’équation g(1 — tug) = — Fu, on voit que 
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Donc 
+x : 
— 1 / 1 I 
FAQVBu(p, 9)= Dae yreos(ne)=— + Tr EC 


n=1 
— £gp cosy 
1— 220 COSO + 2° 0° 


Sai Fi 
La dérivée relative à ¢, pour ¢=1, nous donne enfin la solution cher- 
chée 


(11) 0(9)= 


g (1+ 8°) cosy — 28 
710 VD (2$COS® — 1 — 2" 2)? 


la grandeur g étant donnée par (10); quand y. est réel, |g est toujours 
inférieur à un, sans égalité possible. Relativement à , on voit que w 
est une fonction holomorphe pour toute valeur réelle de u; il en est 
donc de même par rapport à À. Si À tend vers zéro, w tend vers 
— W'coso. 

Si le paramètre À prend des valeurs complexes, la fonction w est 
holomorphe par rapport à À tant que g est holomorphe et qu’en outre 
1+g*—2gcos9 ne s’annule pour aucun angle réel ©. L’équation (8) 
continue d’être vérifiée tant qu'on peut ainsi poursuivre le prolonge- 


ment analytique, et par suite la condition (5) est remplie. Or g est 
as > 


at QD 
pour une valeur réelle de 9, on a ge’; il suffit de prendre la 
valeur e’?, pour laquelle ona 1 = cir) , d'où g+/—2isino, d’où enfin 


i, = ———. Soit M le minimum de ———: tracons sur 
2r7WQVD sing 2rWQVD 5 

l'axe purement imaginaire deux coupures allant des points +7M 

jusqu'à l'infini : la fonction « est holomorphe dans la région plane qui 

reste quand on exclut ces coupures. 

En revenant aux paramètres qui étaient attachés à la région %), 
dans la définition de %, 5-*w(o) devient un noyau d’intégrale prin- 
cipale du type défini au Chapitre I ($ 7); c’est en même temps une 
fonction holomorphe de À quand 2 est dans la région ci-dessus indi- 
quée, pourvu que les deux points variables ne coincident pas. Mais, 
dans les régions communes à au moins deux régions ?,, les fonctions 


Vns 


trouvées ne coincident qu’à une fonction O[L"-"(X, =) près: il s'agit 


holomorphe sauf pour 4 — - Si 1+g°—2gcos s’annule 
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maintenant de définir la fonction H(X, 2; À) quand X et & varient 
sur , À restant réel ou situé dans la région indiquée. 

On y arrive facilement de la façon suivante. Ayant attaché à chaque 
région Ÿ, une et une seule représentation paramétrique qui convient 
pour tous les points de cette région, nous remarquons que tout 
ensemble fermé intérieur à l’image &, de ¥, (Chap. I, 6) peut être 
recouvert par un nombre fini de cercles; par suite, en modifiant les 
régions Ÿ,, nous ferons en sorte que l’image @, de chacune d'elles soit 
un cercle. Soit ¢ une longueur telle que le cercle de rayon 25, qui a 
pour centre l’une au mofns des images de tout point X, soit entièrement 
intérieur à la région ®, correspondante. A chaque point de %,, nous 
attribuons un poids : par définition ce poids est un quand la distance / 
de l’image de X à la frontière est supérieure ou égale à 23; si l’on a 


651< 26, le poids est ; —1; enfin, pour /<4@, le poids est nul (on 


pourrait aussi s’arranger pour que les dérivées du poids, jusqu’à un 
certain ordre, existent et soient continues). Revenons à la partie prin- 
cipale de H(X, =; A), donnée dans %, par le calcul précédent; nous la 
multiplions d’abord par 1—¢L?(X, =) tant que L(X, &) est infé- 
rieur à 5, et nous la remplacons par zéro dès que L(X, &)>6 ou que = 
sort de %,,; nous avons ainsi défini dans Ÿ, une fonction qui satisfait 
aux hypothéses du Chapitre I (§ 7), et qui a la partie principale 
déjà formée. Pour les points X d’une région commune à au moins 
deux %?,, nous remplacons les diverses fonctions qui correspondent à 
un méme point X, par une combinaison linéaire dont les coefficients, 
fonctions de X seul, sont proportionnels aux poids qu’a ce point dans 
les différents %,, et la somme de ces coefficients est égale à un : notre 
fonction H(X, =; À} est ainsi définie pour tous les systèmes de points X 
et € distincts sur 2); elle possède toutes les propriétés désirées et, relative- 
ment à i, c’est une fonction holomorphe tant que À est réel ou situé dans 
la région complexe indiquée. 


5. Intégrales doubles : calcul de la fonction D(X; À). — Le point X 
étant fixé, nous changeons de paramètres de façon que la partie prin- 
cipale de G(X, =) soit — W'5? cosy, et que celle de H(X, =; À) soi 
s-2~(@), où w est donné par (11). Alors (I, 12) la fonction ®(X; 7) 
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a pour valeur 


OX: 7) =WeeDIim [9 of fm (9 +) 
o>0 


xf" we sear or do de do. 
(r?— 2r0 cosÿ + p°)? P 


Nous allons transformer l'expression 


27 2 ‘ PET. IH ery d 
4} den DOTE k cos(4 + 9) else à frs 


(r?— 21r@ cos9 + n°)? 


On remarquera que l'intégrale 


o+6 O ir 
fe Roe fage a 3 dr, 
5 6 Our r 0)? + p* 262 ls 


À RD LR oF pee, EUR , % 5 
dans laquelle (7) = yo” — (r— ¢)* tend vers zéro avec © : en effet 
le résultat de la première intégration est une fonction paire de r—c. 
De même l'intégrale 


9 +9 O(ri dû 
Nr er 9p 


er — p}° + pe]? 


tend vers zéro avec 5, car cette fois le résultat de la première intégra- 
tion est nul. D’après un raisonnement déjà employé (II, 4), on peut 
donc permuter les intégrations relatives à r et à 0, ce qui transforme 
notre expression en 


Ro < 4 CO 
ide: of eR à LE Seay tetas cid dr ds 


car le terme ¢~* cos+ donne un résultat nul apres la première intégra- 
tion. Montrons qu’on peut maintenant permuter les intégrations rela- 
tives à r et à : il suffit de raisonner comme ci-dessus, en isolant la 


el d 


partie principale = e la fonction de r qui résulte de la première 


intégration; il n ‘est fe nécessaire de connaitre /(¢) pour voir que, 
en intégrant de o à 27 relativement à +, et dans un intervalle de 
centre ¢ relativement à r, ce terme donne zéro quel que soit l’ordre 


Ie ee TRE 
a 
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des intégrations. Donc notre expression est 


f =f ye mee NACRE 2088 do dr 


(7?— 2rpcos4 + p?)? 


Enfin nous pouvons permuter les intégrations relatives à @ et à 9, car 
la fonction intégrée est continue (sauf pour r= +, mais cette discon- 
tinuité est évidemment sans influence ici). Mais 


ih ater ea: BESS die 
: (7?— arp cos6 +p)? 


se calcule tout de suite; en effet, 


i 3 ao CE o 9 
w(0 + ©) cos(§ + 0) do = —2— f o(9-+ 0)coso d ee ons dre 
if (9+ 9) cos(4 + 9) do a V5” } (4 + 9) cosp do VD 


Donc 


AR 6 : 
O(X; 2) = SOV, lim f° of rig a oes 


— 2rpcosé + p?) 


Mais les mêmes raisonnements qu’il y a un instant permettent 
d'écrire 


©(X;2) = aia lim f° of Mie A LME Eu A 
AT de — arp cos6 + 0°)? p 


(r° 
En comparant à la première expression de la constante K (Chap. II, 6) 
qui, pour m= 2, vaut 277, on voit que 


; 2 yo D I+ GT? — 1 
(12) KRALL MOR Mae 
fonction toujours positive pour À réel. On a donc 

(13) 14 22@(X; 1) = Vi Ge eR DE,sasscses, 


et cette fonction est holomorphe et différente de zéro dans la région com- 
plexe déjà indiquée, qui comprend tout l'axe réel. La théorie classique 
de Fredholm s applique donc à l'équation (4). 


6. Intégrales simples et doubles : noyau résolvant. — Cette équa- 
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tion (4) concerne aussi le cas où » —1 : dans ce cas la fonction H 
peut être prise identique à G, indépendante de À par conséquent, et la 
fonction ® est pareillement indépendante de 7. Le noyau 

CRE UIN, € iy ei f ft As GLA, =) a, 


ns EP TEEN (m —1 ou 2) 
de cette équation (4) satisfait aux hypothèses du Chapitre 1(§ 3), 
et comme le second membre de l'équation remplit une condition 
de Hôlder, il en est de mème de ¢ [puisque l'intégrale en rem- 
plit une aussi (I, 2)]; donc cette fonction o, si elle existe, peut 
être substituée dans l’équation (1). Mais, si cette équation ne peut 
avoir de solution autre que la ou les fonctions » données par (4), nous 
ne pouvons affirmer qu’elle admet toutes ces solutions. L’étude qui 
suit nous montrera que les trois théorémes classiques de Fredholm 
s'appliquent cependant à l’équation (1) dans les cas où m est égal 
à un ou à deux. 

Appliquer la méthode de Fredholm à l'équation (4), cela consiste 
d’abord à l’itérer un nombre de fois suffisant pour que son noyau 
devienne continu, puis à former deux séries, absolument et uniformé- 
ment convergentes tant que À reste réel et borné, et dont l’une, la 
fonction déterminante de Fredholm, ne dépend que de z : l’autre dépend 
en outre de X et de =. La convergence uniforme et absolue a lieu aussi 
dans tout ensemble complexe fermé et borné de valeurs de À où les 
termes sont fonctions holomorphes de ?. : ceci a lieu dans le domaine 
obtenu en retranchant du plan complexe deux coupures symétriques 
par rapport à O et tracées sur l’axe purement imaginaire; si m—1, et 
sic ne s’annule nulle part sur *, ces coupures sont bornées : en dési- 


gnant par M et par M’ le minimum et le maximum de -——, l’une 
d'elles va du point 7M au point ëM'; si, m étant égal à un, c s’annule 
en au moins un point de *, l’une des coupures va de 7M à + œ i: 
si m—2, les coupures fournies par nos raisonnements ($ 4) vont 
toujours jusqu’à l’infini. Par conséquent, quoique nos séries de Fred- 
holm ne soient pas immédiatement ordonnées suivant les puissances 


croissantes de , elles représentent des fonctions holomorphes dans ce 
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domaine complexe, holomorphes en particulier pour toute valeur réelle 
de À (voir une note du paragraphe 8 ci-après). 

Puisque, dans l'équation (4), l'intégrale, dont le noyau est une 
fonction holomorphe de 2, est précédée du facteur A, il est évident 
que la fonction déterminante de Fredholm (relative à un noyau itéré) 
est aussi voisine qu'on veut de un pourvu que la valeur absolue de /. 
soit assez petite. Donc, dans toute la région où cette fonction est holo- 
morphe, et en particulier sur l’axe réel, elle ne s’annule qu’en des 
points isolés. 

Pour toute valeur de 7” n’annulant pas cette fonction déterminante, 
on peut faire de celle-ci le dénominateur d’une fraction dont le numé- 
rateur est l’autre série dont il a été parlé, et l’on résout alors, confor- 
mément à la découverte de Fredholm, l’équation (4). Cette solution 
se présente visiblement sous la forme 

An 


£ LO 


en désignant par N,(X, 2; À) un certain noyau d'intégrale principale, 
qui jouit des propriétés suivantes : 


° Toutes les fois que X est distinct de &, c’est une fonction méro- 
morphe de : dans le domaine déjà indiqué, qui contient l’axe réel, et 
ses pôles sont indépendants de X et de =. 

2° Ona 
Hd, Sj Ade 
r+ A7D(rX; 7) 


(15) NX Zi) = + O[ Liem (X, E)|. 


et le terme O[ L' ”(X, =)| qui termine cette expression satisfait aux 
hypothèses du cute 1(§ 3). 


Quand % que, sans toujours le répéter, nous supposerons réel ou 
intérieur au domaine où N, est méromorphe, n’annule pas la fonction 
déterminante, il est certain que l’équation donnée (1) n’a pas d’autre 
solution que la fonction exprimée par la formule (14), mais nous ne 
savons pas encore si cette fonction est solution. Nous démontrerons 
qu’il en est bien ainsi, et que ¢(X) est encore l'unique solution toutes 
les fois que À n’est pas un pôle de N, (il se peut que certains zeros de 


5 11 
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la fonction déterminante ne soient pas des pôles de N,); ce sera 
l’extension du premier théorème de Fredholm. 

D’ après la façon dont N, a été formé, si nous remplaçons f par le 
premier membre de (1) dans le second membre de (14), en laissant ¢ 
indéterminé, nous trouvons ¢ comme résultat, c’est- a-dire que 


G(X, =) {n) 
TT CE NE rf N,(X, A; A) G(A, 2) dVi=o, 


(16) NX, =; 2) — 
et ce résultat, qui a lieu toutes les fois que À n’annule pas notre fonc- 
tion déterminante, a lieu par suite aussi toutes les fois que À n’est pas 
un pôle de N, : cela nous prouve que, quand À n’est pas un pôle de 
N,, (1) n’a pas d'autre solution que (14). 

Il s’agit de voir maintenant que (14) est une solution. Changeons 
d’inconnue dans (1) en posant 


(m) 


(17) P(X)=c(X) + à H(X, A; 2)a(A)dV;; 
v 


nous parvenons à l’équation intégrale (Chap. I, 13) 


(m) É 
(18) [1+ 27@(X; 2)](X) +2 f g(=E)[H(X, =; À) — G(X, =) 


af G(X, A) H(A, =; à) dVi] dVz= f(X), 


dont le noyau est encore O[L’-(X, =)] d'après le raisonnement qui 
donne la relation (5 bis). La méthode de Fredholm peut être appliquée 
à l'équation (18) et, en portant dans (17) la valeur de o(X), on trouve 


f(X) MALTE 
(19) A(X) = ren + à ff N,(X, A; À) f(A) dV,, 
formule valable toutes les fois que À n’annule pas une certaine fonc- 


tion déterminante qui est fonction holomorphe de À dans le domaine 
déjà indiqué. La fonction N, est du type 


H(X, =; 2) 


N,(X, €; N= TPE 


+ O[Linm(X, E)]. 


ce qui revient à dire qu’elle est aussi de la forme indiquée pour N,, 
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or 


formule (15), car 


IS RO ee 
Ps AN ge 


rte à POLE 
et l'hypothèse du Chapitre I (§ 3) se vérifie pour cette différence: 
le terme complémentaire O[L!-"(X, &)] de la formule (15) satisfait 
a cette même hypothèse aussi bien pour N, que pour N,. D'autre 
part N, est, comme N,, une fonction méromorphe de À dans le 
domaine déjà indiqué, et ses pôles ne dépendent ni de X ni de =. 
D'après la façon dont N, a été formé, la fonction ¢ donnée par (19) est 
certainement solution de (1) quand À n’annule pas la nouvelle fonc- 
tion déterminante, c’est-à-dire qu’on a 

Dar (2) 
RE Ad 6G. BMX, EVENE 0, 


Qu 


(20) N,(X,E; 4) = 


et cette identité subsiste toutes les fois que À n'est pas un pôle de N,. 
Sauf pour des valeurs isolées de A, l'équation (1) a donc la solu- 
tion (19); mats, sauf pour des valeurs isolées de A, elle a au plus une 
solution, donnée par la formule (14) si elle existe effectivement : 
donc, sauf pour des valeurs isolées de A, l'équation (1) a une et une 
seule solution, donnée à la fois par les formules (14) et (19), qui sont 
donc identiques. Comme la fonction hélderienne f est arbitraire, on a 
identiquement, par rapport a XetàÆ, | 
(21) NOX, Si 2) = NN, Ss 2), 
sauf peut-être pour des valeurs isolées de À; comme les deux membres 
sont des fonctions méromorphes de A, celles-ci ont les mêmes pôles 
et l’identité a lieu toutes les fois que À n’est pas un de ces pôles. 
Ainsi nous avons appris à former un noyau résolvant N(X, =; /.), 
identique à N, et à N. ; toutes les fois que À n'est pas un pôle de ce noyau 
résolvant, l'équation (1) a une solution et une seule, et celle-ci est donnée 
par la formule (14); c’est l'extension du premier théorème de Fredholm. 
D'après les identités (16) et (20), le noyau résolvant relatif au 
noyau G(=, X), c’est-à-dire à l'équation associée à l’équation (1), 
est N(E, X; À); les pôles sont donc les mêmes que pour l'équation (1), 
comme pour les équations de Fredholm. 
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On remarquera que le noyau résolvant n’est pas modifié si l'on 
ajoute à H un noyau quelconque, soumis aux hypothèses du Cha- 
pitre I (§ 3). 

7. Équation fonctionnelle du noyau résolvant. — Les identités (16) 
et (20), satisfaites par N, vont être remplacées par une identité unique. 

Dans l'identité (16), remplacons & par un point B, puis multiplions 
les deux membres par ».N(B, &; p)dV, et intégrons sur Ÿ : 


(my) pf NOAA, Es pas 
+ fan) 


À LL Macon ee nr G(X; A)N(A, E; u).dV 
1+ A2O(X; af (Ay A)N (A, ; BL) « A 


im) im) 
“ag f N(B, 2: p) f NX, 452) GCA, B)dVadVr= 0. 


Dans l'identité (20), remplaçons X par un point A et À par u, puis 
multiplions les deux membres par AN(X, A; À) dV, etintégrons sur ? : 


(23) if N(X, AP2)N(A, Bs p)dV, 


à (m) | i 
epee Ss eee Tt N(X, A: 2) G( A, ZE) dV 
Sere €A, Ay A) G(A, B)adVy 


(7) au 
— ie [| LFP CUT 1) f G(A, B)N(B, =: 2) dVy dV, = 0. 


Ÿ Vv 


<valuons maintenant la différence 


(mn) (yn) 
f N(X, din f G(A, B) N(B, =: 2) dVp dV, 


“ 


(un) 


N(B, 2: p) f N(X, A; 2) G(A, B) dV, dV, 


LAN] 


ce qui est une question de changement dans l’ordre des intégrations. 
Bien entendu l’on suppose X différent de =; pour des positions 
données de ces points, soit Ÿ, une région de % telle que X soit inté- 
rieur à V, et € intérieur à Ÿ — %, = Ye, Si l’on intègre dans 7: rela- 
tivement à A, et dans %, relativement à B, la partie correspondante 


SST ee 
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de notre différence est nulle, car N(X, A; A) et N(B, &; p.) sont con- 
tinus. Si l’on intègre dans ?, relativement à A, et dans Vz relative- 
ment a B, la différence est encore nulle, car G(A, B) est continu (sauf 
si les deux points viennent coincider à la frontière commune de 2, et 
de Vz, mais celle-ci ne contient ni X ni &, et il est visible que la 
partie de la différence qui s’obtient en faisant varier A et B dans une 
même région contenant cette frontière, et ne contenant, à son intérieur 
ou sur sa frontière, ni X ni &, est nulle). Si A et B varient tous deux 
dans ®,, N(B, ; w) est une fonction continue, et l’on trouve (I, 11) 
@(X; A) 


T+ ROX: pe 2 HDs 


de même, si A et B varient dans Vx, on trouve 


D(=; p) 
1+ pP@(E; pu) 


NN gee) 
Retranchons alors membre à membre les identités (22) et (23), en 
tenant compte de (16) et de (20): il vient 


r+ ap@(X; 1) 
t+ A?@(X; A) 


N{X. 


hi 


: 2) dN Aa 5 {4 ) 


pi 


(24) G—p) | N(X, Ac NCA. 


(Ps LR Ap@ (=; B) N(X. 


= HSE 
r+ u?O(Z; p) à 


Int 


C’est l’identité annoncée; en y faisant u.=o, on retrouve l’iden- 
tité (16), et (20) s'obtient, à la notation près, en annulant 7% 
d’après (16), G(X, 2) est en eflet identique à N(X, =; 0). 


8. Pôles du noyau résolvant. — Soit À, un pôle de N(X, 3; À); on 
suppose que ce pôle n’est pas situé sur une des coupures déjà définies. 
Pour À assez voisin de À,, nous posons 


ME Re Ag( NE) (7. 10); 
De 0 


pi 


/! 
(25) NX, 2: RD BENS 
Fe Me 1] 


p est essentiellement supposé positif, et B, n’est pas identiquement 
nul. Tout comme dans le cas classique où G vaut O( L’~”), les B, sont 
des fonctions continues de X et de = : en effet, dans l'équation a 


227% 
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noyau continu qu’on déduit de (4) par un nombre suffisant d’itérations, 
la fonction / figure au second membre sous une intégrale principale 
dont le noyau est fonction holomorphe de À pour toute valeur qui 
n’appartient pas à nos coupures, et la résolution de cette équation 
conduit à faire entrer ce second membre sous une intégrale dont le - 
noyau est fonction méromorphe de À dans le même domaine, mais ce 
noyau est continu par rapport à X et à = quand À n’est pas un pôle. 

En portant le développement (25) dans les identités (16) et (20), 
et en identifiant les coefficients de (2. — A, )~” dans les deux membres, 

(m) (ni 


on trouve (') 
(26) B,(X,2)=?, [| B,(X, A)G(A, Z)dVs=? | G(X, A)B,(A, 2) aVa. 


v ss 
Donc l’équation homogène qui correspond à (1), et l’équation homo- 
gène associée ont chacune au moins une solution non nulle 
pour À = À,. Mais ces solutions appartiennent en même temps à des 
équations homogènes ordinaires de Fredholm [par exemple l’équa- 
tion (4) avec f — 0, s’il s’agit de l'équation correspondant à (1)]; done 
ces équations homogènes n ont qu’un nombre fini de solutions linéai- 
rement indépendantes, et par suite B, est la somme d'un nombre fini 
de termes dont chacun est le produit d’une fonction de X par une 
fonction de =. : 
L'identité (24) peut s’écrire 


(m) oni ye gts 
(25) N(X, ASA) NCA, Bs) Va SORA AC EEE) 


Posons 72—Ay=u, u — Av =e et 
? 


1(X, 2; 2)= D Ba(X, E) (4 — 2). 


X=1! 


(1) On peut intégrer terme à terme. En effet, si X est intérieur à %, (Chap. I, 6), on 
peut intégrer terme à terme dans la région 4? < La,8Aa,B(X) (Ta — aq) (xs — 48) <0 
(0 <q <4); on voit ainsi que le coefficient de chaque puissance de À — A» engendre une 
intégrale principale, car l'intégrale de sa partie positivement homogène d'ordre — m est 
nulle dans cette région; cette nullité rend facile le passage à la limite. 


a 
ir 
me 
=. 
=. 
4 
art, 
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Il suffit d’examiner un instant notre identité (27) pour reconnaitre 
que, dans les deux membres, les termes où les exposants de u et de v 
sont tous deux négatifs, sont les mêmes que si tous les Ag étaient 
nuls. L'identification de ces termes se résume en écrivant 


(mm) 
(28) Gp) f° YA, As A)Y(A, Esp) dViZYy(X, ZE) — Y(X, =; p); 


c’est exactement la même identité que dans le cas où G— O(L/-"), et 
l’on en tire les mémes conséquences, puisque y est fonction continue 


de X et de = ('). 
-Posons maintenant 


HM, (X, 2; 4)=N(X, B: 2) —y(X, E: À). 


Si l’on remplace N, dans l'identité (27), par le développement (25), 
les termes des deux membres où les exposants de wu et de. sont tous 
deux positifs ou nuls fournissent l’identité 
H,(X, =; 2) —IL(X, 3; p) 
i— 0 
pO(E; y) - =; 
I+ (=; p) eid oe 
A@M(X; À) : 
i+ 22@(N: 7) Hibs 


“ 


(72) } - 
(29) f HA A) HR NE py Vi 


cela prouve que H,(X, =; À) est le noyau résolvant de H,(X, =; 0), 
fonction qui diffère de G seulement par une fonction continue de X et 
de =. 

Les termes des deux membres de (27) où l’exposant de wu est positif 
ou nul, et celui de +, négatif, conduisent à l’identité 

a oe. PE 
if HO AS ayy A, er Ia V, = Sea. as fA) 


et enfin les termes restants donnent 


(ne) D(Z; u) 
4 À =. pluies faa ith EME "A 
y(X, As A) H(A, 33 p)dVaz dE)" 


Y 


(1) Voir Epovarp Goursat. Cours d'Analyse, t. Ul, 2° édition, Chap. XXXE seetion dl, 
p. 391 à 435; s’v reporter aussi pour la suite de l'étude entreprise tect. 
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Faisons u. — o dans cette dernière identité et À == o dans la précédente: 
il vient . 


(m) (in) à J 
(30) rr W(X. Lo) VA. Bs ava [| ON, Acid LGAs aes OL Vin ota 


+ 
‘ 


le noyau y( X, 2; 4) est donc orthogonal a H,(X, =; 0). 

Nous avons ainsi tous les éléments qui permettent de démontrer le 
second et le troisième théorème de Fredholm dans le cas des 
noyaux O(L/-"); les mêmes raisonnements réussissent encore ici et 
nous permettent d’énoncer les mêmes théorèmes relativement à 
l'équation (1), si m est égal à un ou à deux : 


St À est un pôle À, du noyau résolvant, l'équation homogène corres- 
pondant à (1) a un nombre fini positif de solutions linéairement indé- 
pendantes; l’équation homogène associée a le même nombre de solutions 
linéairement indépendantes que la précédente. 

Pour que l’équation (1) soit soluble quand k est un pôle du noyau 
résolvant, il faut et il suffit que f soit orthogonal à toutes les solutions 
de l’équation homogène associée. 


La solution s’obtient dans ce dernier cas en résolvant l'équation à 
intégrale principale 


(m) 
SH in f H,(X, As oo, (A dN y= FIX), 


> 
“ 


dont le noyau résolvant H,(X, A; 2) est holomorphe pour 7. = A, puis 
l'équation intégrale ordinaire 


’, 


(mm) 
aX) ia f EX, ws 0 ) 44 ( \ het be? 


> 
$ 


dont le noyau est continu, et dont les conditions énoncées dans le 
théorème assurent la solubilité; on a alors ¢=¢,-+ 0, —/, et il faut 


remarquer que :, est défini à une solution près de I équation homo- 
gène. ; 


9. Equations de premiére espéce avec intégrale simple principale. — 
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Reprenons le noyau G(a, £) du paragraphe 2 


— 


G(a, §)= = 


p+ O(læ—E lh"), 


et supposons que le tenseur contravariant c(a) ne s’annule nulle part. 
Alors l’équation de première espèce 


(31) [Ol a)p(a)2(a)da= f(x), 


Pe) 


où f est une fonction hôlderienne donnée, et où ¢ est l’inconnue, 
entraine l’équation 


(a) —@(a)p(r)+ [20 f G(x, a)G(a, £)2(a) dade 


= f Cte, a) {(a)Q(a) da; 


c’est une équation de Fredholm, car la fonction 
® (x) = 7? Q?(x)c?(x) 


ne s annule nulle part, et son minimum est par suite positif. Une autre 
équation de Fredholm peut s’obtenir en posant 


Ae a | Le a)o(a) (a) da, 


ce qui conduit à 


(33) —D(x)o( 2 + fast D fa (w, a)G(a, £)Q(a) da dé = f(x). 


Nous allons voir que trois théorèmes analogues à ceux de Fredholm 
résument la discussion de l'équation (31). 
Le noyau 


PAST en CC a)G(a, &yQ(a) da 


de l'équation (3) est, dans le cas considéré ici, une fonction holo- 

morphe de À-' même pour À infini, et Je même fait a lieu pour les 

équations déduites de (3) par itération. Itérons suffisamment pour 

avoir un noyau continu : alors nous trouvons que la fonction détermi- 
Ann. Éc. Norm., (3), LI. — Fasc. 1. 19 
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nante de Fredholm est holomorphe par rapport à A~' même pour 
2 infini. Il en est de même pour la série qui, conformément à la 
découverte de Fredholm, forme le numérateur du noyau résolvant de 
cette équation (3). Finalement le noyau résolvant de l’équation (3) est 
une fonction méromorphe de À méme pour À infini. 

Après division par le coefficient de (a), le second membre de 


l'équation (3 ) devient 
f(2) +i f Cx, a) f(a)2(a)da 
v 
I+ A*@M( 2x) 


2 


si donc on pose, quand À est assez grand en valeur absolue, 


d' + 2 
Nr, £52) = Ÿ Bee, Et + Pi Ag(a, E)N 
œ—1 8=0 


on constate, en examinant aussi les équations déduites de (3) par 
itération, que les B, sont continus, et que 
P(x) Ay (x, &) — G(w, F) =O(jx—E |"). 

Si la fonction déterminante, relative à une équation itérée dont le 
noyau est continu, n’est pas nulle, tous les B, sont nuls, ou plutôt, 
comme nous supposons toujours que B, n'est pas identiquement nul, 
c'est p qui est nul dans ce cas. 

Plaçons-nous d’abord dans le cas où p =o, c’est-à-dire le cas où N 


n'a pas de pôle à l'infini. Les termes en 1", dans les identités (16) 
et (20), donnent alors 


(34) face, a)G(a, £)2(a) da= f G2, a)X,(a, E)Q(a) da —0. 
v v 
Nous déduisons alors de (31) qu’on a 


(35) p(2)=— f Nex, a) f(a) Q(a) da, 


et réciproquement cette fonction est solution de l’équation (31). Donc : 


Sth = ce n'est pas un pôle du noyau résolvant, l'équation (31) a une 
solution et une seule. 
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Ajoutons que l’éguation associée 


(36) face æ)p(a) da = fonction donnée 


a également alors une solution et une seule (on suppose, bien entendu, 
que le second membre remplit une condition de Hôlder). 
Le premier théorème de Fredholm est donc étendu à l'équation (31). 
Supposons maintenant que À —« soit un pôle, c’est-à-dire que p 
soit positif. Dans les développements des deux membres de (27), pre- 
nons les termes où les exposants de A et de w sont tous deux supé- 


rieurs à — 2; en posant 
pP 


y(2, 4 1) — > Bal, ÉTAT 


X—1 


nous trouvons 


? (a, Es) — (a,b: B,(2, 
[relat Wa) de = Ete) + & E) 


ae 
En particulier, les termes en u=' donnent 

fue, a; 2) B,(a, £)Q(a)da= PCR), 
d’où encore : 


(37) fe a)B,(a, €)Q2(a) da = B,(x, Ë); 


par conséquent, 
[bre a;h) — eed CC £)Q(a)da=v. 
Mais revenons à (27), et prenons les termes où l’exposant de À est 


supérieur à — 2, et celui de y au plus égal à — 2; en posant 


If, EN) = Nr, 52) — (2, 657), 


ike 
nous obtenons ainsi, après simplification, 
2 , AT Lt SO EUR 
fre a; h)IL(a, Ë; p)Q(a) da — Ferrie a y(r, & à), 


> 
Vv 
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et par suite 


[|v a; À) — a 8) li, (a, E;p)2(a) da 
v 


d’ou enfin 


bre en) AS-i (a 0) + HS But 8) ]o (a) da 


v 


[6 alle 60 M] 


Or le premier membre est une fonction méromorphe de x dans le 
domaine dont il a été question, et il se réduit pour = o à : 


[|r ain a8) LG a, YE Bs(a, EN (e)de: 


8 


donc le second membre ne devient pas infini pour p. =o, c’est-à-dire 
qu'on a l'identité 


Y(2, E:d)= À ; 


le pôle ne peut donc étre que du premier ordre : p=1. 
Les identités (16) et (20) donnent alors 


(38) fic a)G(a, E)2(a) da = face, a)B, (a, E)Q(a) da =: 0, 


et puisque, d’ après le début de ce paragraphe, l'équation homogène 
ne peut avoir qu'un nombre fini de solutions linéairement indepen 
dantes, ona 


q 
2) = Deal) pa(é), 
a= 
les 9, étant linéairement indépendants, ainsi que les },, et l'on a 


(39) [ ¥.(a)G(a, E)Q(a)da = [ Ge, @) 23(a)2(a)da=o. 
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D'autre part les identités (16) et (20) donnent encore 


(40) | Ay(x,a)G(a,&)Q(a) da Ih) a)A,(a,&)Q(a)da=B,(«, =). 
à Oe) La 


L’équation (31) entraine alors 


fac a) F(a)Q(a) da= [As (a, a) Qa) [ Ga, E)o(Ë) Q(E) dE da 


=—p(x)+ | B,(#, a)p(a)Q(a) da; 
Lo 


cette équation n’a donc pas d’autre solution que 


(41) pta)=— fat, a) f(a)@(a) da + Ÿ Caga(e), 


a=) 


où les C, sont des constantes. Pour discerner les solutions effectives, 
nous portons cette valeur de o dans l’équation (31), qui se réduit 
alors à 


f 8x. a) f(a)Q(a)da=o. 


Ceci est donc la condition nécessaire et suffisante de solubilité; elle 
s’écrit aussi 


(42) [¥ala)f(a) Qa) da=o CS ER D 


et alors toutes les fonctions ({1) sont solutions. En résumé : 


Si =o est un pôle du noyau résolvant, ce pôle est du premier ordre, 
et alors les équations homogènes qui correspondent à (31) et à l'équation 
associée ont un même nombre positif de solutions linéatrement indépen- 
dantes. 

Pour que l’équation (31) soit soluble quand À — est un pôle du 
noyau résolvant, il faut et il suffit que f soit orthogonal à toutes les 
solutions de l’équation homogène associée. 
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Ce sont les analogues du second et du troisième théorème de 
Fredholm. 


10. Systèmes d'équations. — Dans l’espace euclidien à m dimen- 
sions (22 2), soit @ un domaine borné. On suppose que sa frontière S 
remplit toutes les hypothèses faites jusqu'ici sur les variétés closes ‘V? 
à m—1 dimensions; on suppose que les coordonnées cartésiennes 
des points de S s'expriment à l’aide des paramètres qui servent à 
repérer les points de chaque région de S, par des fonctions dont les 
dérivées existent et remplissent des conditions de Holder; de plus on 
suppose qu’aucun point de S n’est singulier. Soit dS la mesure eucli- 
dienne de l’élément de S. 

Soient maintenant G,(X, A), G(X, B), G;(Y, A), G,(Y, B) des 
fonctions de deux points : X et A sont des points variables de ® +5, 
Yet B sont des points variables de S. On suppose que G,, G:, G, sont 
continus par rapport à l’ensemble des deux points, et en outre que la 
fonction G;(Y, A) remplit par rapport à Y une condition de Hélder 
indépendante de A, et que G,(X, B) remplit par rapport à B une con- 
dition de Holder indépendante de X. Quant à la fonction G,, on sup- 
pose qu’elle est du type qui nous a occupés depuis le début de ce 
chapitre. Soient en outre f(X) et o(Y) des fonctions données, la 
première continue dans ® +58, la seconde hôlderienne sur S. Consi- 
dérons le système d’équations 


(n) Un—1) : 
(43) p(X) à f G,(X, A)o(A) AV 2 f G,(X, B)o(B) dSy= f(X), 
@ “Ss 


Un) . (m—1) 
(44) 20) 2 f G,(Y, A)p(A) dV, — nf G,(Y, B)o(B) dSy=9(Y), 
@ Ss 


où les inconnues sont ¢ et 5; la fonction © doit être continue 
dans +8, et la fonction © doit remplir une condition de Hôlder 
sur S; l'intégrale portant sur G, est une intégrale principale. Ici 
encore, À désigne un paramètre. 

Je dis que st m est égal à deux ou à trois et si À appartient au 
domaine complexe déjà indiqué (§6) qui est déterminé par le noyau G,, 
les trois théorèmes de Fredholm s'appliquent au système [(43), (44)]. 

En effet soit H(Y, =; ) un noyau d’intégrale principale étendue 
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aS, ce noyaü étant tel qu’on ait 
N(Y) 2:2) — 6,0; Sif nm, B:2)G,(B, =) dS, 
=O[L(¥,2)] (4>0) 


(la istaeies qui figure au second membre peut étre la distance eucli- 
dienne dans l’espace à m dimensions); nous avons appris à former ce 
noyau H. L’équation (44) entraine, en introduisant comme plus haut 
la fonction ®, 


(72) 


(45) [+ ROO; 21) — Af [GO A) 
nf" ue B: te A) dSg]p( A) dVa 
af | H(Y, B; 2) — G,(Y, B) 
1 f HCY, C: ; 2) G,(C, B) dSc]o(B) dS, 
=e af "HY, B: 2)9(B)dSq: 
3 


il est en effet à peu près immédiat que, dans la superposition des 
noyaux H et G,, les intégrations peuvent s'effectuer dans un ordre 
indifférent (voir Chap. I, 10). Mais le système des équations (43) 
et (45) peut être résolu par la méthode de Fredholm ('); on trouve 
ainsi des fonctions N,(X, A; A), N.(X, B; A), Ns(Y, A; A), N,(Y, B; 4), 
méromorphes par rapport à À dans la région indiquée par notre 
énoncé, avec des pôles indépendants de X, de Y, de A et de B, et 
telles qu’on ait, sauf pour des valeurs isolées de à, 


s(n) 
(46) o(X)R(X) +2 f NX A SD SA) AV, 
(oy) 


(72—1) 
+3 f N,(X, B;:Do(B) dSp; 


> (Y (mn) à ; 


(7—1) 7 
+a f N,CY, B:h)(B) dSp; 
Ss { 


(1) Journal de Mathématiques, t. A1, 1932, p. 389 à 416, spécialement le Chapitre I. 
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l'intégrale qui porte sur N, est une intégrale principale, les autres 
intégrales portent sur des fonctions continues. Sauf pour des valeurs 
isolées de À (dans notre région), le système [(43), (44)] n'a pas 
d’autre solution que celle qui est donnée par ces formules, mais il 
n’est pas encore certain que les fonctions ¢ et s ainsi trouvées consti- 
tuent effectivement une solution. 

Mais le changement d’inconnue 


(n—1) 


a(V)=a(¥) + f H(Y, B; A)z(B) dSs 


ramène aussi le système [(43), (44)] à un autre auquel la méthode 
de Fredholm s'applique immédiatement. On arrive ainsi à des formules 
analogues à (46) et à (47), et les fonctions p et s ainsi trouvées sont 
certainement des solutions, sauf pour des valeurs isolées de A. 

Comme aux paragraphes 6 à 8, on en conclut que les deux systèmes 
de formules sont identiques, et que les trois théorèmes de Fredholm 
s'appliquent. 


11. Deux circonstances où la méthode de ce Chapitre échoue. — 
Examinons si nous pouvons traiter les équations de première espèce 
avec intégrales principales doubles, 


fax A)p(A) dV\—=f(X), 


par la méthode qui a réussi pour les questions précédentes de ce 
chapitre. Nous voulons trouver un noyau H(X, 2) d’intégrale princi- 
pale et une fonction J(X), tels qu’on ait. 


J(NG(X2)+ f H(X, A)G(A, &)dVi=O[LE"(X,E) (kK >). 


D'après le paragraphe 4, cela revient à trouver une fonction (2) 
continue, continûment dérivable, admettant la période 27, ayant une 
valeur moyenne nulle et satisfaisant à l'équation 


HE [pe g 
_ ñ f, (« Ne o sin? SR eX IT. §—o 9 
[ 6» (9) FREE sin sing cote He d4= gcosg, 


18 
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ou g est une constante. Si nous posons 
27 
u(e.g)=—f logle*—apeos(8— 9) +1}o(5)a9 (pS), 
0 


notre équation devient, en tenant compte de ce que la valeur moyenne 
de w est nulle, 


de 

do [sing u(r, o)]—= ¢cosg, 
d’où, en introduisant une constante J, 

sing u(1,p)— g sing +l, 


Mais u doit être continu, puisque doit l’étre; donc / est nul. Par 
suite, 


La fonction w(o, 9) est donc constante; comme elle est nulle pour 
e = 0, elle est partout nulle, ainsi que g. La fonction qui lui corres- 
pond est donc constante; sa valeur moyenne étant nulle, w est identi- 
quement nul. Les fonctions H et J sont donc identiquement nulles; il 
est clair que la méthode échoue. 

Considérons maintenant une équation de deuxiéme espéce 


? 


p(X) 2 f G'(X, A) (A) dVa=f(X), 


dans laquelle G’ est un noyau d’intégrale principale, faisant partie de 
ceux qui ont été introduits au Chapitre I (§ 7). Mais on suppose 
qu’en changeant de variables de manière à donner aux compo- 
santes A, , en un point X arbitrairement choisi, les valeurs 


A fe MES I, Aes O, 


la partie positivement homogène et d'ordre —2 de la fonction G'(X,= 
peut être rendue égale à 


yw’ (X) L-?(X, =) cos(29), 


langle © étant défini comme au paragraphe 4 et la fonction W" n'étant 

pas identiquement nulle. Je dis alors quil n'eæiste pas de fonction 
Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fase. 4. 16 
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H(X, 2; A) qui  remplisse la condition (5), où G serait remplacé par Gr. 
En effet, s’il en existait, comme l’équation de première espèce, consi- 
dérée il y a un instant, entraine 


fs G(X, A) G(A,E)e(Z)dVa daa f G(X, A) f(A) dVay 


équation qui, si W ne s’annule pas, est du type considéré ici (II, 5), 
nous aurions une contradiction. 


CHAPITRE IV. 


APPLICATION A CERTAINS PROBLÈMES DE VALEURS A LA FRONTIÈRE. 


1. Lemme. — Dans l’espace à m dimensions (m2 2), soit c(A) une 
fonction d’un point de la variété a, —0; on suppose que cette fonction 
remplit une condition de Hélder dans une région bornée & de cette 
variété. Soient d’autre part 


A 3,8 (A) (a; PERAUAS at) 


des fonctions qui remplissent une condition de Hélder dans une région 
à m dimensions, contenant à son intérieur tous les points de ®; on 
suppose que la forme quadratique 


22,6 A 3,8 (A)32 58, 
relative aux variables :,, est définie positive quel que soit A. On pose 


H(X, A) = [23,8 Ag,p (A) (2, — az) (2g — ag)]®—"/? (m> 2), 
W(X, A) =— log X,,8 As,8 (A) (Ta — az) (xp — ag) (m =a), 


et l’on considère l'intégrale 


(7m—1) 
FX)= f. H(X,'A).o(A) dSa.., . [dSa==d( ay, 4, @m)l 
RK 
Je dis que les dérivées partielles, relatives à x,,..., X,,, de la fonc- 


tion F(X), existent et sont continues dans tout ensemble fermé sans 
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point commun avec la frontière de R; en tout point intérieur à R, ces 
dérivées s'expriment par des intégrales principales. 
# Tant que +,, n’est pas nul, on a 


: OF PO : : 
on safe Ta, OS A) (A) 48, 


; (@n—3) L ey 
3 jie JA. 4 (m—1) 

- ea Ee A) AE (A, X) x) dSx— e(X) dII(A, X) |. * 
+ R Ox, Ja, ; 


a da, 


Or la première intégrale porte sur une fonction qui vaut 

CTP PEXS A), 
h étant l’exposant des conditions de Hélder remplies par les A, et 
. par 5; la première intégrale, dans la dernière expression de notre 


dérivée, représente donc une fonction partout continue. 
Il reste à étudier 


eo OA, Os) X) (m—1) TA Rte ease 
= ies: ons Pme) ee dt 
i ay ae L [22,8 2,800) (aa — Ga) (4 — ap) 


la constante c,, étant égale à 2 — m pour m > 2, et à — 2 pour m— 2. 
Changeons de variables d'intégration en posant 


nt X 
a= 2| 25 ma ( den | Oe MOULES TR): 


les fonctions a, 8 sont définies par les identités 


(o pour 5Z«, 


~ AQ v= + 
LB, Ur pour Baa: 


dans notre intégrale, a,, est nul et l’on prend de même a,,— 0. On 
constate alors que 


Basse) (ra — da) (a — 49) ]"" [22,8 2,8 (0) (ra — 4a) (ra us)" 


Donc on ne change pas la valeur de notre intégrale quand on retranche 


du champ Pinlegration un domaine qucleenqae! intérieur à ®, et qui 
a un centre de symétrie au point X’ dont les coordonnées sont les 


mar, Si X tend vers un point Y intérieur à @, X’ tend aussi 


Ly — 
x 
Am, at 
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vers Y et finit donc par être intérieur à R. Le domaine 


DA A 2,8 (X) (Lx — ay) (xg — ag) < n’; An— O (n = 0) 


qui admet X’ comme centre de symétrie, finit aussi par appartenir 
entièrement à ® si y, est constant mais assez petit, le point limite Y 
appartenant à un ensemble donné, fermé et intérieur à @. Si l’on 
retranche ce domaine du champ d'intégration, il est donc évident que 
notre intégrale représente une fonction continue, et l’on voit du même 
coup que sa limite, pour æ,— 0, s'obtient en faisant x, = o sous le 
signe d'intégration et en considérant le résultat comme une intégrale 
principale avec les domaines d’exclusion 


m—i m—t 


pa à A2,3(X) (23 — a3)(z3 — a3) < n°. 


œ==1 B=: 


Cela revient à écrire, pour æ,— 0, 


(m—1) 
maf es Sz (X A)a(A) dS, 


l'intégrale étant une intégrale principale avec les domaines d’exclu- 
sion ci-dessus écrits. Remarquons que le noyau de cette intégrale est 
du type qui nous a occupés aux Chapitres II et II. 

Le raisonnement fait pour +, peut être répété pour tous les La dont 
l'indice « est plus petit que m. 


Remarque. — Comme il a déjà été démontré (') que 


: OF 
Xa Sn of) 


OX, 


a une limite quand z,, tend vers zéro en gardant un signe constant, il 


OF À 2 EY 
en résulte que 577 a une limite dans les mémes conditions. 
nt 


Il a été démontré dans le travail cité que toutes ces dérivées (pourvu 
que x,, ne change pas de signe) remplissent des conditions de Hélder 
avec l’exposant h si k est inférieur à un. 

Oe OT ee Se AY cn eT) 


1 , oe as S . . oo ane . 
(1) Ann. de UKE e. Norm, sup., t. 49, 1932, p. 1 à 104 eb 245 à 308, spécialement 
Chapitre VH, p. 79a 89. 
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2. Enoncé d'un probléme. — Dans |’ espace euclidien à m dimen- 
sions (m22), soit ® un domaine borné donné. Soit S sa frontière: on 
Suppose que tout point de S est intérieur à une région où les coor- 
données des points de S sont fonctions de m — 1 paramètres, ces fonc- 
tions étant pourvues de dérivées qui remplissent des conditions de 
Holder; un nombre fini de telles régions doit suffire pour avoir la 
totalité de S, qui en outre n’a aucune singularité. S est donc une 
variété close; nous prenons comme forme quadratique fondamentale 
le carré de l’élément de longueur euclidienne d’arc. Si dS est la mesure 
d’un élément de S, nous posons, pour chaque système de paramètres 
pete, JE 

TN lets) 


7? 


et nous définissons ainsi le tenseur Q (Chap. I, 6). 
Nous introduisons en outre un autre tenseur, simple et contra- 


variant, défini sur S, et dont les composantes sont désignées par ee 


de sorte que, si m >2, (—1)"*), est une composante d’un certain 
tenseur d’ordre m— 2, symétrique gauche si m > 3, toujours cova- 
riant, à savoir la composante où, en ajoutant a la fin des m — 2 indices 
de la notation classique le nombre x, on obtient une permutation cir- 
culaire des m-——1 premiers nombres entiers positifs. Si m = 2, 4, est 
une fonction scalaire. Nous supposons que les Ÿ, remplissent des 
conditions de Holder. 
Soit maintenant 


(1) a < Pu ’ Ou se 
I i 2 2Aay 3 ———— ee dy Cu 
ha Oe Ose Oxy, 
(a, BHT, Dye y M3, Cay > O, Aa, 3= A3,x) 


une opération aux dérivées partielles du type elliptique. On suppose 
que les a,,, remplissent dans @-+ S une condition de Holder; les 6, 
et c sont supposés continus. On désignera aussi par Fu l'opération 
généralisée, applicable à certaines fonetiane uw dépourvues de dérivées 
secondes, et indiquée dans un autre travail ('). 

En nous donnant encore une fonction 4, qui est définie pour un 
point variable de S, et qui remplit. une condition de Hélder, et en 


(1) Bull, Sc. math. b. 56, 1932, article cité, spécialement Chapitre TES sept) 
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désignant par G,(a—=1, 2, ...,m) les cosinus directeurs de la nor- 
male extérieure à S, nous poserons encore, pour les points de 5, 


0 
(2) Ou=a30a00az— + g tabs 7, + du. 


L'ensemble des termes où figurent les dérivées de uw par rapport aux 
paramètres, est évidemment un invariant : cela résulte de nos défi- 
nitions. 
Quand les opérations ¥ et@ sont appliquées à une fonction de deux 
points, F(X, =), nous convenons qu’elles portent sur le premier point. 
Le problème que nous voulons traiter est le suivant : 


Étant données une fonction f continue dans D+S, etune fonction 9, 
définie sur S et remplissant une condition de Hôlder, trouver une fonc- 
tion u, continue dans ® 4-8, et qui satis fasse dans @ à l'équation 


(3) Fu= f, 
et sur S à la condition 


(4) Qu — 9. 


3. Introduction d'un système d'équations intégrales. — Faisons 
choix d’une fonction c— y continue, bornée, négative ou nulle dans 
tout l’espace, et inférieure à une constante négative hors d’un certain 
domaine borné (par exemple, cette fonction peut être une constante 
négative). On prendra y =o hors de +8; c et y sont ainsi définis 
partout, puisque c est égal dans @ +8 à la fonction qui figure 
dans (1). L'opération #u — yu possède alors une solution élémentaire 
principale G(X, A) ('). Nous chercherons alors la fonction u, solution 
de notre problème, parmi les fonctions du type 


(mn) 


(m—}) 
dhe des ee G(X, A)p(A)aVy +2 f G(X, B)o(B) dSp, 
s 


@ 


où la fonction ¢ est à définir dans @, pendant que o est à définir sur S. 
En supposant que la fonction ¢ soit continue en tout point de ®, et 


1 IE REE Ye sd Je un CP: 7 
(') Loc. cit., Chapitre IT. Les da. et les by doivent aussi ètre définis hors de ® +S; 
ce prolongement, soumis à des conditions très larges, est toujours possible. 


EQUATIONS A INTEGRALES PRINCIPALES. 355 


que la fonction os remplisse une condition de Halder, les conditions (3) 
et (4) se traduisent par les équations 


(7) (m—1) 


(6) p(X)_x(X) G(X, A)p(A) AV + 0y(X) [ G(X, B)o(B) dSy= f(X), 
: ‘ ® s 


(mn) (m—1) 
Ee sfYi—|{ eGry, A)e(A) dVa+ a f @G(Y, B)o(B) dSy— o(Ÿ), 
@ ‘ Ss 


où l'intégrale d’ordre m — 1 qui figure dans l'équation (7) est une 
intégrale principale; les autres intégrales sont des intégrales ordi- 
naires. En effet un changement de variables permet de mettre un 
domaine de S, contenant un point donné quelconque, sous la forme 
tn — 0, et alors G est égal au produit d’un facteur constant par une 
fonction du type de la fonction H du lemme (§ 1), augmenté d’une 
fonction pour laquelle on peut dériver sans difficulté sous le signe 
intégral d'ordre m — 1. On voit que, dans notre intégrale principale, 
les domaines d'exclusion relatifs à Y sont 


Lg As B(Y)(J'a — Ga) (38— 48) <0; 


où les a, sont à remplacer par leurs expressions paramétriques. 

Nous voulons prouver que les trois théorèmes fondamentaux de 
Fredholm s'appliquent au système des équations (6) et (7) pourvu que m 
soit égal à deux ou à trois. 

Pour cela nous multiplions chacune des intégrales par un même 
paramètre À, qui à la fin devra être pris égal à un. Nous posons 

(mn) 


GH—G, GX, ZE) = | GX, A)y(A)G(A, 2) Va, 
i [0] 


Pp 
Gp(X; =) om G(X, =). 


n=l 


Introduisons une nouvelle inconnue £'(X), destinée à remplacer ¢, en 
posant 


{ri—1) 
(8) POD= PO) [7 GUN, B)a(B) ds: 
Ss 
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les équations (6) et (7) deviennent 


* AÜm) 


(9) p'(X) — Ax (X) G(X, A)p'(A)dVa 
@ 


(m—1) 
+ a0y(X) f GX, B)o(B) di = f(X), 
Ss 


(7) 
(10) a(Y)—A OG(Y,A)p'(A)dV, 
@ 


3 (mr —1) 
an f @G,(Y, B)o(B) dSs= 9(Y). 
Ss 


Comme on peut tirer de (8) la fonction 9’ en fonction de p et de a, le 
système [(g), (10)] est entièrement équivalent à[(6), (7)]. On n’altère 
pas cette équivalence en remplaçant (10) par 
(m) (m—1) 
(11) o@(Y)—A OG”(Y, AP (A) AV +93. [| 0G,,_,(Y, B)o(B) dSs 
® s 


(m) 
=9(Y)+Af @G,4(¥, A) f(A) dVa. 
@ 


Enfin l’on peut de deux façons remplacer ce système par d’autres où 
toutes les intégrales, sauf une, portent sur des fonctions continues. 
D'abord en remplaçant l'équation (9) par celle dont le second membre 
est 


(m) 


P(X) + ON) G(X AV F(A) AV, 
@ 


on obtient, si p est assez grand, un tel systéme, lequel admet toutes les 
solutions du système [(g), (11)]. Ensuite, si l’on fait dans le système 
[(9), (11)| le changement d’inconnue 
(mm) 
o'(X) =p"(X) + 2y(X) G,(X, A)o"(A) dVq, 
(o) 
on a un nouveau systéme jouissant de cette propriété, et dont chaque 
solution donne une solution du système [(9), (11)]. 
Or je dis que, si p est assez grand, les deux derniers systèmes intro- 
duits sont d’un type déjà étudié (III, 10), à ceci près que chaque sous- 


+ 
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noyau des nouveaux systèmes est fonction holomorphe de À. Pour le 
voir, on vérifiera d’abord que G remplit les conditions énoncées au 
Chapitre 1(§ 3). Posons 


I 


W(X, A)= ; 
VD(A) 


EF [VE g As 8(A ) (zx — aa) (ag — æ8)]. 


en désignant par D le déterminant des a, .s et par F(r) la solution élé- 
mentaire principale de 


d'u , ae : 
D Der © 2 Lh =—=16 (£— constante posiuve; r= distance ); 
x x 


soient encore 
KEN, A) = RON, A) = FIX, A) — ¥( X)NH(X, A), 


(mn) 
KIO =f Rit (X. A) (A, BS) dV\, 
espace chu i 
R,,(X, 2) = G(N, ZE) — H(X,E) — D EX, A)KiM(A, By dVi. 
espace 


i 


de sorte que | 
FR, — 7~R,=K”. 
: & 7 , mn 
R, et K, sont continus si » est supérieur à — et l’on a(') 


(40) 


R(X. Z)=— f GX, A)K™ (A, 2) Va. 


© espace 
d’où 
RENE (ri : / , = a 
ee G(X, =X, 2)+>D fi H(X, AJR“ (A, Z) dV, 
1 =1 


(on) 
a G(X, A)K™ (A, 2) dVa. 


Pour éviter, si l’on veut, de reprendre les raisonnements du Cha- 
pitre I (§ 2), de façon à tenir compte du champ infini d'intégration, il 
suffit d'ajouter à nos hypothèses que, hors d’un domaine borné qui 
contient @ + 3, les coefficients a,,5, b, etc (a, B=1, 2, ..., m)sont 


(1) Loc. cit., Chapitre H($ 4). 
Ann. Ee. Norm., (3), LI. — Fasc. 4. AF 
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constants, la valeur constante des a,,, étant un, celle de c étant égale 
à —g?, et les autres étant nulles; alors K(X, =) est nul quand X et = 
sont hors de ce domaine, et des changements de variables nous 
ramènent au cas des domaines bornés ('); on voit ainsi (I, 2): que les 
hypothèsés x du Chapitre I (§ 4) sont satisfaiets par G(X, =) rela- 
tivement à =, les nombres nommés alors À et À ayant respective- 
ment ici les valeurs 2 et (si m= 2, À est quelconque < 2). Relati- 
vement à X, les mêmes hypothèses sont immédiatement vérifiées, 
puisque les dérivées partielles de G(X, =) existent et valent 
O[L'-"(X, &)]. Cette fonction G remplit donc les hypothèses du 
Chapitre I (§ 3). 

La même expression (12) permet de vérifier sans peine que, si Y 
et B appartiennent à S, la fonction O[G(Y, B) — H(Y, B)] satisfait 
aussi sur S aux hypothèses du Chapitre I ($ 3). Cela permet de voir 
ensuite que le noyau d’intégrale principale OG(Y, B) satisfait sur 
la variété close S aux hypothèses du Chapitre I (§ 7). 

Il est alors immédiat (1, 2) que, pour p assez grand, les deux sys- 
tèmes déduits plus haut du système [(9), (11)] sont bien du type 
étudié au Chapitre III (§ 10), pourvu que m soit égal à deux ou à 
trois. Les trois théorèmes fondamentaux de Fredholm s'appliquent 
donc à chacun de ces deux derniers systèmes. 

Mais on peut alors reprendre les raisonnements du Chapitre III 
($ 6 à 8), et l’on démontre ainsi que les trois théorèmes fondamen- 
taux de Fredholm s'appliquent au système [(6), (7)], pourvu que m 
soit égal à deux ou à trois, comme il avait été annoncé. 


4%. Cas où le problème homogène n'a que la solution zéro. — Le 
problème homogène correspondant au problème donné est, par défi- 
nition, celui qu’on obtient en remplaçant J ebb pans zéro, sans changer 
les autres données, 


Supposons que ce problème n'ait que la solution séro. Je dis qu’alors le 
probléme donné a une et une seule solution. 


Pour le prouver, il suffit évidemment de montrer que le système 


(1) Ann. se. Ec. Norm. sup., L 49, article cité, Chapitre V (§ 4). 
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déduit de [(6), (7)]en remplaçant par zéro les seconds membres f et >, 
n'a que la solution zéro. Or, quels que soient ¢ et c, la fonction u 
représentée par (5) s’annule à l'infini, et elle satisfait hors de 0+ S$ 
à l'équation Fu =o. Si en outre p et o satisfont au système homogène 
correspondant à [(6), (7)], w est nul dans @ d’après notre hypothèse. 
Vu la continuité de u même sur S, vu aussi l'impossibilité d’un 
maximum positif où d’un minimum négatif atteint en un point qui 
n'appartient pas à @ + S, u est nul aussi hors de © + S, donc dans 
tout l’espace. Sur chaque côté de S, Ou est donc nul, ce qui entraîne 
la nullité de o. La comparaison des équations (5) et (6) montre ensuite 
que ¢ =— yu = o. Notre proposition est donc établie. 

Ce raisonnement ressemble beaucoup à celui qui a servi précédem- 
ment dans le passage analogue de la théorie du problème de Neumann. 
Cette analogie va se poursuivre. 


9. Cas particulier. — La proposition précédente s’applique en par- 
ticulier si l'on a c£o partout dans @ et Ÿ2 o partout sur S, pourvu 
que c et ne soient pas à la fois identiquement nuls. En effet une solu- 
tion du problème homogène ne peut alors atteindre un maximum 
positif ni dans @ (') ni surS(*); le minimum négatif est aussi impos- 
sible, et par suite cette solution ne peut être que zéro. Donc, dans ce 
cas, le problème donné a toujours une et une seule solution. 


6. Fonction de Green. — Nous nommons fonction de Green, relati- 


-vement au problème donné, une fonction F(X, =) qui jouit des pro- 


priétés suivantes : 


1° Si et X appartiennent à @, c’est une solution élémentaire de 
l'équation 


où l’opération porte sur le premier point, c’est-à-dire sur X, confor- . 
mément à nos conventions ordinaires. 
LT er A AO POP ORIES HET 
(1) Bull. Sc. math., t. 56, 1922, article cité, Chapitre I (§ 7). 
(2) Fbid., Chapitre IV (§ 4) et Chapitre V (§ 5); vorr aussi Problèmes de valeurs à 
la frontière relatifs à certaines données discontinues, Chapitre IV ($ 3) (Bull. de la 
Sor. math., t. 61, 1933, p. 1 à 54). 
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> Si = appartient à @, et si en outre X est en un point Y de S, 
ona 
OF(Y,=)=o. 


‘ 


l'opération continuant à porter sur le premier point. 


Cette fonction de Green existe dans les hypothéses du paragraphe 4. 
Reprenons en effet la fonction G,, du paragraphe 3, en y faisant A=1, 
et considérons la fonction 


u(X\, nm) — F(X, =} pa G,(X, #7; 


en supposant 2p > m, de sorte que G(X, =) est partout continu; 
alors quand X. varie dans @, u doit être une solution régulière (') de 
l'équation 

Fu(X, Z)=—— x(X)Gr(X, 2); 


de plus on doit avoir sur S la condition 


@u(Y,=)—— 0G,(Y, =), 


et nous avons vu au paragraphe 4 qu'il y a une fonction wu et une seule 
remplissant ces conditions, quel que soit = dans @. 

Développons le calcul en nous plaçant dans le cas où les hypothèses 
du paragraphe 5 sont satisfaites. On peut s’arranger alors pour que la 
fonction 7 soit identiquement nulle, et nous faisons ainsi. Nous devons 
alors poser, quand = appartient à @, 


(13) EUX 5) GE En [ GO ees. 


ews 
car l’équation FF =o montre aussitôt qu'il n’y a pas d’intégrale 


d'ordre m. La condition à la frontière devient alors, si = est dans @, 


(m—1) 
(14) S(Y.=) + af OG(Y,A)o(A, =)dS,=— OG(Y, =), 


l'intégrale étant une intégrale principale, prise de la façon déjà expli- 
quée. 
Moyennant l'hypothèse que m est égal à deux ou à trois, il existe, 


(1) Bull. Se. math, t. 56, 1932, artiele cité, Chapitre 1(§ 15). 
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d’aprés le chapitre précédent, une fonction ®(Y) positive ou nulle et 
remplissant une condition de Hôlder sur $, et un noyau N(Y, A) 
d'intégrale principale sur la variété close 3, qui jouissent des pro- 
priétés suivantes : quelle que soit la fonction -(Y), qui remplit sur S 
une condition de Hélder, on a les identités 


(an —1) (mt —1) 
ES af N(Y, yf @G(A, B)r(B) dS, dS, 
roy S 


a 10 8170 @) : oe Un—1) ; = x 
a, 1+ @0(Y) +a £ (N) f N(Y¥Y, B)OG(B, A) dSy d8y, 


2 


(me —1) (72 — 1) 
(16) af eG (1, f N(A, B)r(B) dSy dS, 
0] ws 


_ ®(¥)r(Y) Beene tne en ee 
= Tay tf (4) f OG(Y, B)N(B, A) dSy dS;; 


en outre, en nommant Y un deuxième point de 8, distinct de Y, ona 
identiquement 


Pee at 7 SOG Yer). RE re 
(17) NOT) + Sey tf N(¥,A)OG(A, ¥). dS, oe, 
_..- 20G(Y,Y) MCE Ere, = 
3 9 NV ANN(N\; 1) dS\— 0: 
PNR EE eat Al @G(Y, A)N(A, ¥) dS\=0 


La solution de l’équation (14) est alors 


a OG(Y,=) [ns ape ees 
DNS 2 aoe A) OG(A, =) dSx, 
G9) eM )=— Ea fl NO 0G(A, 2) ABs, 
et l’on a par suite 
SRE PUENTE A JOG (A, =) 
(20) F(X, E)=G(N.E)— 9 f hat) 


:s 


(ur — 1} ‘ (wt — 1) q 
af aG(\.=) f G(N, B)N(B, À) dSn dSy, 
ro es 
pourvu que = appartienne à (0, car, G(X, B) valant OfL (x, B)], le 
changement dans l’ordre des intégrations du dernier terme est légitime 
(1, 9, 10), quel que soit X dans D +5. 
Nous allons voir maintenant que si, X restant fixe ou tendant vers 
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n'importe quel point de @ +58, tend vers un point Y situé sur & et 
distinct de la limite de X, notre fonction de Green tend vers une 
certaine limite F(X, Y). La formule (20) donne en effet 


~ a aE TY) MY G(X, MG) y 
FX = Ego CO) ee OTA EPS 


(m—1) 
+f G(X, ANA D) 484 
Ss 


(m—1) (a—t) 
ef eG Ay) f G(X, B)N(B, A) dSp dSy. 
s Ss 


A l’aide de la formule (15), cette expression se transforme en (voir 
Chap. I, 13) 
F(X, rat 2G(X.)) 


(wz — 1) 
is ie 78 (NX, A)N(A,V) aS 
SOR tf GA UN AS 


Ss 


ae OG( A.V) 
— G(X, pee 
f 1+ D(A) 
(ur —1] 
+ “fe N(A.B)8G(B. MAS] dS\: 
s 


d’où enfin, d’après la formule (17), 


2G(X. ?) 


{uur—1) 
ee t= 'h hes \ l)dS aus Et 
1+ (1) r [ ( YN(A, D) GS, (VY sur S) 


vis 


(arid. Vea 


De même, si = tend vers un point Y de 8, ct si Y tend vers une . 
limite quelconque dans S— Y, 5(Y, =) tend vers N(Y, Y), car cette 
limite est, d’après la formule (10), 


oA ae Gt F7 feiss “png fer: 
ne , Re — : OG(\, Da; 
ONE NO. Egg Hf NO. NOGCA, MAS 
c'est-à-dire, d'après (17), 
(22) al) = NES) (Vo sur S). 


Nous allons voir maintenant que, quand = varie dans @ et Y sur 3, 
ona ati 
o(Y¥, =) =O[LI-"(Y, Z)], 


limitation qui restera forcément valable si = vient en un point Y des. 


Lists OO Did Le és 


A 


> 
4 
: 
é 
7 
À 
: 
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En effet, dans la formule (19), la partie d'intégrale qui provient du 
champ 
| aL(E, A)<L(Y, 2) 


a évidemment cette limitation, car 
N(Y, A)=N(Y,Z)+1L4(3, A)O[L-“"(y, Z)) (450), 


d'où le résultat annoncé, car l’intégrale de @G(A, =) dans ce domaine 
reste bornée quand Y et = varient. Un raisonnement semblable donne 
le méme résultat dans le domaine 


aL(Y, A)<L(Y, =), 


A l'extérieur de ces domaines, la fonction intégrée vaut O[L?-2"(Y, A)], 
d’où encore O[L'-"(Y, =)] comme limitation de l'intégrale corres- 
pondante. La limitation annoncée est établie pour 5. 

Quand X et Y varient sur S, = variant en même temps dans + 3, 
nous avons 


a(X, =)—9(, 2) =O[LA(N, Yl} (Kk > 0); 


il suffit, pour l’établir, de reprendre sur la formule (19) les raison- 


nements du Chapitre 1 (§ 10 et 11). De même, si = et Y varient 
dans ® + S, pendant que Y varie sur S, de façon que 2L(E, Y) reste 
inférieur a L(Y, =), ona 
o(¥, 3) — af Vp) OLIS A) MON Sj), 
Ces résultats permettent d’établir que, quand X et = varient dans, 


ona 3 ge 
F(X, Z)—O[L"(N, =) 


or bas =F 
terete =)=O[E'"(X, =) 
HO ESOL" =) 


Ce sont toujours les mêmes genres de raisonnement. Pour la seconde 
limitation, on a à établir le fait que l’intégrale 


(we—1) 
f A p(A  SyadS x5 


étendue au champ 2L(A, =) <L(Y, =), reste bornée quand Y et= 
varient; or, en nommant Y le point de S qui est le plus proche de =, 
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et en tenant compte de (22), on peut écrire 


o(A, Z)=N(A, VY) + O[L4(Z, Y)Li-Æm (A, YY], 
expression de laquelle ce fait découle ('). 


7. Equation intégrale contenant une fonction de Green. — Suppo- 
sons d’abord que les hypothèses du paragraphe 5 soient satisfaites, 
et soit F(X, =) la fonction de Green du problème donné. Je dis que la 
solution de ce problème est 


A ln) 


(m—1) 
(93) Wa f F(X, A) f(\)dV + f F(X, B)9(B) dSp. 
© s 


En effet il est tout d’abord évident qu’on a dans @ l'identité Fu= /. 
Il est non moins évident qu’on a sur S 


e [ FY, YO = 
@ 


car, d’apres le paragraphe précédent, le premier membre est iden- 
tique a 


(mi 
ik @F(Y, \) f(A) Vi, 
o 


où la fonction intégrée est identiquement nulle. 
On a ensuite, d'après la formule (21), 


Un) MONET X 3)2(B) 
F(X, Byo(B Sy f ee ar 
[ < a s 1+- D(B) a 8 


Ed) 


(ui—)) Wi — i 
+af ony f G(X, A) N(A, B) dS, dS, 
Ss Ss 


(w—1) px 
G(N, \)o(A) 
em 2 a  S 
x 1+ P(A) ir 


(wi— 1) (m—1) 
+af G(A, vf N(A, B)2 (1) dSyd8q, 
PLY a 


(1) Forr Varticle cité du Bulletin de la Société mathématique, Chapitre LES 1). 
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os 
(er) 
or 


d’où nous tirons 


(4u—1) 
+ o(Y (m—3) 
ef F(Y, Bo(B) dS,— see +f N(Y, A)o(A)dSq 


oY) 
j (ni —1) £ 
OG(Y, A)o(A) 
== 2 Ne 
i To AAT! 


(m—1) (mt —1) 
+a f eG(Y, vf N(A, B)9(B) dSydS, 


(7 —}) = 
= ee: a(A)|N (ji) ae 


(wt—1) 
=i af OG(Y, B)N(B, was, [ass 
S 


© 


et ce dernier résultat, obtenu à l’aide de la formule (16), se réduit 
à 9(Y) d’après la formule (18). Ainsi la fonction u donnée par la for- 
mule (23) est bien identique à l'unique solution de notre problème. 

Placons-nous maintenant dans le cas général du paragraphe 2. 
Choisissons comme au paragraphe 3 la fonction 7; soit en outre w(Y) 
une fonction remplissant sur S une condition de Hélder, et telle qu'on 


ait partout 
o(Y)SY(Y), 


en supposant pourtant que w —% et c— ne sont pas identiquement 
nuls ensemble. Les équations du probléme s’écrivent 


Five! y = frp, 


Ou —ovu=9— wu. 


Nous bornons d’abord notre recherche aux fonctions uw qui, sur &, se 
réduisent à des fonctions remplissant des conditions de Hélder. Si 
alors F(X, =) est la fonction de Green relative aux opérations F6— 7" 
et Ov — we, les conditions ci-dessus entrainent, d’après ce qui précède, 


(mm) 
(24) ao == f FOX, A) ESCA) — 7004 
@ 


mi— i 
+f F(X. B)[ 9(B) — »(B)a( Bi] Sn. 
S 


¢ 


Cette équation intégrale, a laquelle la théorie ordinaire de Fredholm 
Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fasc. 4. 19 
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est applicable, équivaut entièrement à notre problème; en effet toute 
solution u de cette équation (qu'il y en ait une ou plusieurs) est 
continue; d’après les propriétés établies précédemment au sujet de F, 
les termes qui figurent au second membre de (24) remplissent alors 
une condition de Hélder avec n'importe quel exposant inférieur à un, 
et il en est par suite de même pour w; donc les conditions imposées 
dans @ et sur S$ sont remplies, et par suite w est une solution de notre 
problème (il résulte alors aussi des paragraphes 4 et 5 que les dérivées 
de w remplissent dans ® + 8 des conditions de Hôlder). 

La restriction que les valeurs prises par uw sur S doivent remplir 
une condition de Hélder peut elle-même ètre abandonnée; il suffit 
que ces valeurs soient continues sans plus. Ce sera certain si l’on 
montre que, au cas où la fonction + serait seulement continue et où 
le problème du paragraphe 5 aurait néanmoins une solution, celle-ci 
serait encore donnée par la formule (23). Or si l’on remplace 9 par 
une suite uniformément convergente de fonctions ©, remplissant des 
conditions de Hélder, il est évident que les fonctions w, obtenues 
tendent uniformément vers une limite u, qui satisfait à l’équation (23) 
si l’on suppose que la limite des ©, est la fonction 2 donnée. Mais, 
puisque le problème donné admet une solution, que nous nommerons 
pour un instant +, il est bien certain que 6 — limu,; en effet, d'une 
part l'équation #(¢—u,) =o entraine que le maximum de ¢ — u,, 
s'il est positif, est atteint sur S, et qu’il en est de même pour le 
minimum si celui-ci est négatif; si d’autre part M est le maximum de 
la fonctions, nécessairement partout positive ('), qui remplit dans @ 
la condition Fa — 0 et sur S la condition Ow — 7, on voit qu’on a 
partout 


"= Uni SM maximum : 9 — 9, ' 


’ 


ce qui achève notre démonstration. Donc « est bien identique à la 
fonction u donnée par la formule (23). 

L’équation (24) donne donc toutes les solutions continues de notre 
problème, et l’on peut affirmer que les dérivées de toutes ces solutions 
remplissent des conditions de Holder. 

Mème si 9 est continu sans plus, ainsi que f, on peut vérifier, à 


(1) Passages cités dans la dernière note du paragraphe 5. 


“ 
4 
, 
be 
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l’aide de la formule démontrée au paragraphe suivant, que toute 
solution de l'équation (24) satisfait à toutes les équations analogues 
obtenues en modifiant le choix des fonctions y et w, qui déterminent 
la fonction de Green F. 


8. Relations entre fonctions de Green. — Supposons que le pro- 
blème homogène correspondant aux opérations Fu — y*u et Ou — w*u 
n'ait que la solution zéro. D’après ce qui précède, si l’on considère la 
relation 


’ (me) 
F(X, 2)—F*(N, 2) =— F(X, A)[y(A) — 7 (AD E*CA, EZ) dV, 


- ® 


(m— 1) 
+f F(X, B)[(B)—o*(B)|F*(B, 2) dS, 
Ss 


comme une équation contenant l’inconnue F*, cette équation de Fred- 
holm a une et une seule solution, et l’on vérifie immédiatement que F* 
est la fonction de Green relative aux opérations Fu —7*u ct Ou — wu, 
Fn particulier on a 


Li Se, a) a ee Xe ENT 


9. Problème adjoint. — On nomme problème adjoint au probleme 
donné celui de trouver une fonction «(X) qui satisfasse |’équation 
de Fredholm 

(mj 
(29) mys f F(A, NEA) — CU oN) AN, 


© 


Un — 1 
oie F(B, \)[o,(B) — »(B)e(B)] dSp, 
ro) 

où /, est une fonction donnée et continue d'un point de @ + 8, pen- 
dant que 2, est une fonction donnée et continue d'un point de &$. 
D'après le paragraphe précédent, l’ensemble des solutions de ce pro- 
blème ne dépend pas du choix des fonctions 7 et w, qui déter- 


minent F. oe ee 

Considérons en particulier ie problème adjoint homogène, c'est-à- 
dire celui où les fonctions données /, et 9, sont nulles ; soit une 
solution quelconque de ce problème. On constate aussitôt que les 
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fonctions o/(X)=7(X)e(X) et #(Y)=—(Y)e(Y) satisfont à un 
système de deux équations intégrales homogènes, et ce système n’est 
autre que le système associé (*) à l’équation (24) : l’ensemble des solu- 
tions de ce système se réduit donc au mème nombre de solutions 
linéairement indépendantes que l’ensemble des solutions du problème 
homogène correspondant au problème donné. D'ailleurs à toute solu- 
tion ¢’, sw” correspond la fonction 


(mm) (72 —1) 
TOR F(A, X)e (A) dVa+ f F(B, X)w”(B) dSs, 
@ 


qui satisfait à notre problème homogène adjoint, et qui n’est identi- 
quement nulle que si +” et «” le sont aussi, car on lit sur nos équations 
intégrales les identités + = 7¢, 4" = — we. Donc le problème homogène 
adjoint et le problème homogène qui correspond au problème donné, ont 
le même nombre de solutions linéairement indépendantes. 

D’après ce qu'on vient de voir, si le problème homogène correspon- 
dant au problème donné a des solutions non nulles, les conditions 
nécessaires et suffisantes pour la solubilité du problème donné sont que, 
pour toute solution du problème adjoint homogène, on ait l'identité 

Ps im) fra as 
He 2X) F(X, YIM AV fi F(X, )2(B) 48, | dVx 
§ s 


@ @ 
(an — 1 


(an) 
4- OO f F(Y, \) f(A) a¥y 
@ 


u's 
im—1) 
—f F(Y * B)2(B) 4 | dSy= 0. 
S 


eo 


Mais on peut ici changer l’ordre des intégrations; en tenant compte 
de l'équation intégrale de ¢, cela donne 


[ZA {nm — b) 
(26) i vfdV — roads. 
© Ss 


Plus généralement on a, entre des solutions quelconques des équa- 


(1) Journ, de Math., t. 11, 1932, p. 389 à 416, spécialement Chapitre 1(§ 8). 
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tions (24) et (25), Videntité 


(1) (in —1) 
(27) fo faunyav =f (eue, 
@ Ss 


que nous pouvons nommer une formule de Green. Pour démontrer 
cette formule, nous multiplions d’abord les deux membres de (24) 
par [7(X)e(X) — (NI dVx, ceux de (25) par[ /(X) — 7(X)u(X)] dVx, 
nous ajoutons membre & membre et nous intégrons dans @ : cela 
nous fournit une expression du premier membre de (27). On trouve 
ensuite pour le second membre de (27) une expression identique à la 
précédente, en multipliant les deux membres de (24) par 


[w(X)e(X) — 9,(X)]dSx, 


ceux de (25) par [9(X) — w(X)u(X)]d8,, puis en ajoutant membre 
à membre et en intégrant sur 3. 


10. Retour au premier système d'équations intégrales. — Pour 
montrer que les équations (5) à (7) nous donnent toujours toutes les 
solutions du problème donné, et une seule fois chaque solution, nous 
pouvons procéder comme au paragraphe 7. Autrement dit, nous 
écrivons les équations données sous la forme 


Fu—yu=f—y4; Ou—wu=9—wU: 
puisque nous savons (§ 7) que la fonction u remplit nécessairement 
une condition de Hélder dans @ + S, cette fonction u se trouve (S 5) 
en joignant à l’équation (5) les deux équations 
GE 


a(n) 
a() — f [OG(Y, A) —(Y)G(¥.A)]o(A) ds 
@ 


ie af 0G. B) — w(Y)G(Y, B)]o(B) dSp= 9(V) — (Yul), 
Ss 

et notre raisonnement montre même qu'à cette solution « correspond 

ainsi un seul système de fonctions ¢ et 5; or ces équations forment 

avec l'équation (5) un système exactement équivalent au système (3) 

à (7)], comme il est évident. Réciproquement nous savons déjà que 


24% 
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toute fonction wv qui fait partie d’une solution des équations (5) à (7), 
est une solution du problème. Notre démonstration est donc faite. 
Nous pouvons exprimer ¢(X)et 5(Y) à l’aide des fonctions o(Y, =) 
et N(Y, Y) du paragraphe 6. Pour cela nous remplacons dans l’équa- 
tion (23) la fonction F par ses expressions (13) et (21), ce qui donne 


(mid 


a (nt) 
u(X)=— G(X, Z)+af 
iN 


X [f(=) — (=) a(=)] dVz 


(m—t) G(X, Y) (m—t) à 4 2 
X NS 
+af era G(X, B) N( ) dD, 


x [¥(V) — 7(%) a(V)] dSy 
(meh f 
=—f G(X. A) f(A) — ZA) u(A)] dV, 
@ 


(on — 1) . = 3 B 
+ af Gex, 2) 
S 


G(X, B)e(B, 2) | 


i+ D(B) 
+f N(B.Y)[ 90") — 7) u(1)] dS 
à (nu) 
= f o(B. AYE SCA) — y) ul NAN EDS 
“@ 


car toutes les intégrations superposées sont permutables, d’aprés 
étude de o( A, =) faite au paragraphe 7. On voit que notre fonction 
u est mise ainsi sous la forme (5), et on lit sur cette formule les 
valeurs des fonctions 2( X) et a Y)('). : 


11. Opérations G et Z. — Si les dérivées des a, ; et des 
da, 3 

L —Ÿ 2.9 

7 ds Or 


existent et sont continues, on peut introduire l'opération adjointe à 
l'opération &, savoir l'opération 


Ov dt Oax.3\ 
gay asc sae) =D (ex, SE) | + 


(1) La marehe ici employée doit être substituée à ce qui est dit dans l'article eité du 
Bull, des Se. math... 56, 1932. Chapitre IV (§ 10). 
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cette opération peut aussi être prise dans un sens généralisé, comme 
l'opération &. 

Si en outre les fonctions 4, ont, par rapport aux paramètres, des 
dérivées qui remplissent une condition de Hôlder, nous définissons 
sur S l’opération Z (dzéta) par la relation 


nos hypothèses sur S sont insuffisantes pour introduire les dérivées 
covariantes, mais l'expression ci-dessus est invariante, ainsi qu’on le 
voit en considérant le cas général comme limite de cas dans lesquels 
la dérivée covariante existe. 

Quand les opérations G et Z sont appliquées à une fonction de deux 
points, nous convenons qu’elles portent sur le second point. 

Si des fonctions w et et leurs dérivées jusqu’au second ordre sont 
continues dans @® + 3S, on vérifie immédiatement la formule 


(i) (n—1) 
28 (veFu—uge)dV = (6QOu — uZr)dS 
24 ) ’ 
@ Ss 


que nous nommerons encore formule de Green; en effet on constate. 
que les termes où figurent les fonctions Ÿ, disparaissent au second 

membre. Cette formule subsiste même dans des cas plus généraux; il 

suffit en particulier de supposer (') que Fu et Ge existent au sens 

généralisé dans le domaine @ et coincident, ainsi que les dérivées de u 

et de «:, avec des fonctions continues dans D +5. 


12. Tatortme. — Supposons que la fonction de Green F(X, =), rela- 
tive aux opérations F et ©, existe. Alors si les hypothèses dans lesquelles 
nous venons de définir les opérations G et Z sont satis faites, et st mest 
égal à deux ou à trois, il suffit d'échanger les rôles des deux points, 
dans la fonction F, pour obtenir la fonction de Green relative aux opé- 
rations G et Z. | 

Supposons d'abord que les hypothèses du paragraphe 5 soient A 
faites pour les opérations # et © d’une part, et pour les opérations G. 


(1) Loe. cit. Chapitre IV CS 9). 
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et Z d’autre part. Soit alors F,(X, =) la fonction de Green relative aux 
opérations G et Z, considérées comme portant sur le second point. 

Nous savons alors (§ 7) que les dérivées de F par rapport aux 2, 
sont continues en tout point de ® + S—&, et que les dérivées de F, 
par rapport aux £, sont continues en tout point de + 5 — X. Isolons 
alors les points X et = par des circonférences si m= 2, ou par des 
sphères si m= 3, C et I’ de rayons infiniment petits; sur C et l nous 
définirons encore des opérations © et Z en convenant seulement que 
les fonctions Ÿ et Ÿ, sont nulles. On a(§ 11) 


(UN) 
fi (F(X, AJOF(A, €) — F(A, Z)ZF,(N, A) ]d8a— 0. 
(HE à 


et cette relation, d’après un calcul classique, donne à la limite 
F(X, =)=F,(X, =). 


Abandonnons maintenant les hypothéses du paragraphe 5. En choi- 
sissant convenablement les fonctions 7 et w, ces hypothèses seront 
satisfaites à la fois par les opérations Fu—vyu et Ou —wu d’une 
part, et d’autre part par les opérations qui correspondent a celles-ci 
par le procédé du paragraphe 11 et qui sont Gve— vv et Ze — we. La 
formule du paragraphe 8 permet d’achever alors la démonstration du 
théorème énoncé. 


13. Remarque. — Ce théorème nous montre que, si la fonction ,(Y) 
remplit sur S une condition de Hilder, le problème adjoint introduit 
au paragraphe 9 est identique à celui de trouver une fonction +, con- 
tinue dans @-+-S et telle qu’on ait 


Gr, dans @, Zv = 9, sur Ss. 


LE ROLE 


DES 


FONCTIONS MONOGENES DE M. BOREL 
DANS LA THE@RIE DES SERIES DE DIRICHLET 


Par M. S. MANDELBROJT. 


1. Le célèbre théorème de M. Hadamard sur la composition des sin- 
gularités peut être énoncé de la manière suivante : Soient f(s), ?(s) 
et ®(s) les fonctions obtenues par pros tement analytique des séries 


respectives Se ees Ss cer et Se. Si y est un point sin- 
ri TE n=1 

gulier de ®(s), deux cas sont possibles : 1° y==a-+ 3, où a est une 

singularité de f(s) et 8 une singularité de o(s); 2° sur toute courbe a 

distance finie, liant y à un point donné s, situé dans le demi-plan de 

convergence de Za,c,e", il existe un point de la forme « + B(*). 

Ce théoréme cesse d’être vrai lorsqu'on cherche à substituer aux 
séries de Taylor les séries de Dirichlet générales. On s’en rend immé- 
diatement compte en posant /(s)=9(s)=C(s). Les deux fonctions 
sont données parles séries La,e7'*"* = Lc,e "#7" = Ya yng BE 
La fonction ®(s) donnée par La,6,e~'*"* est donc elle-même la fonc- 
tion C(s) de Riemann. Comme la seule singularité de ¢(s) (à distance 
finie) est le point d’affixe un, on voit que si le théoréme de M. Hada- 
mard était vrai pour les séries de Dirichlet, la fonction ®(s) = Cs) 


(1) ManNDELBROIT, Mémorial des Sciences mathématiques, fase. LIV, 1932, p. 18. Les 
fonctions f(s) et p(s) sont supposées uniformes. 
Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fasc. À. 49 
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ne pourrait admettre d’autres singularités que le point d’affixe 
1+1—2, d’où la contradiction. 

En substituant à l’énoncé précédent, concernant la composition des 
singularités des séries de Taylor, un énoncé qui lui est au fond équi- 
valent, nous avons pu, en 1928, généraliser profondément ce nouvel 
énoncé, en établissant un théorème valabie cette fois-ci dans le domaine 
des séries de Dirichlet très générales ('). 

Le théorème que nous avons donné est plus général que celui qui 
suit. Dans son beau livre, consacré aux récents progrès de la théorie 
des séries de Dirichlet, M. V. Bernstein a donné, malgré la difficulté 
du sujet, une exposition maniable d’un cas étendu de notre théorème. 

C’est cet énoncé que nous donnons dans ce numéro (*). Soit o(s) une 
fonction analytique, supposée uniforme (*), prolongement de la série 
Ed ee" (s— 0 + it) possédant un axe de convergence simple. Nous 
écrirons 9(s)—Xd,e~*. Désignons par S, l’ensemble des points 
singuliers de o(s). Nous dirons que o(s) est, aux singularités près, 
d’ordre & dans le demi-plan R(s) > x lorsque, à chaque couple de 
nombres positifs € et w, on peut faire correspondre une constante 
P—P(:, w) telle que l'inégalité 


[p(o+a)|<P}effre 


ait lieu en tout point du demi-plan R(s) > «, extérieur à l’ensemble 
obtenu en traçant un cercle de rayon € autour de chaque point de S,. 

Nous désignons par H, l'abscisse d’holomorphie de 9(s), c’est-à-dire 
la borne supérieure des abscisses des points de S.. 

En posant 9,(s) = X1,e~""", 9.(s) = Xm,e-*"", nous désignons par 
S.,., l'ensemble des points qui peuvent être mis sous la forme de la 
somme d'un point quelconque de $, et d’un point quelconque de S,,. 

Désignons par S..., l'ensemble que l’on obtient en ajoutant à l’en- 
semble S.... tous ses points limites. 


4 vs 


Le théorème cité plus haut s’énonce de la manière suivante : 


(') Manpevsrost, Acta Mathematica, t. 55, 1929, p. 1. 
| (2) V. Bernstein, Lecons sur les progrès récents de la théorie des séries de Dirichlet. 
Collection Borel, Paris, Gauthier-Villars, 1933. 

(5) Ceei pour faciliter l'exposition. Pour la même raison, les séries qui interviennent 
dans la suite sont supposées uniformes. 
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yn pare 
St l’abscisse de convergence uniforme U 7 (') de la série 


sn 


n= 


; : : 
et l’abscisse de convergence simple (.,, de la série 


FA s) = D Db,,e-tm se 


LL md] | 


sont toutes les deux finies ; 
St les sommes de ces séries sont respectivement, aux singularités près, 
d'ordre fini k et l dans les demi-plans R(s) > y et R(s) > 3; 
St Von pose 
by — > (hn Bm) Ons 
Yin dn 


où r désigne un entier positi f supérieur ak + L; si, enfin, Ay. désigne le 
plus grand des nombres H;+-6, ÿ+è, H,+ +, où Hy et Hy sont les 
abscisses d*holomorphie de f(s) et de g(s). 
Alors la série de Dirichlet 
F(s) =Y ane bus 
nt 

converge dans le demi-plan R(s) > U;+ C, et sa somme peut étre pro- 
longée dans le demi-plan R(s) > À,. suivant chaque courbe qui ne con- 
tient aucun point de l’ensemble S,,, ni aucun point de l’ensemble S,. 
Les points de ce dernier ensemble qui n'appartiennent pas à l’ensemble 
S,. ne peuvent d'ailleurs étre singuliers pour la fonction F(s) que 
lorsque à < o et, de plus, la fonction sg(s) est holomorphe à l’origine et 
y possède un zéro dont l’ordre de muluplicité ne dépasse pas +1; 
dans ce cas, on peut ajouter que ces points ne sont certainement plus 


singuliers pour la différence 
F(s) —1(s), 


HET > (Z) eo) Fs. 


¥v=0 


où 


(!) Dans notre énoncé original l’abseisse Uy est remplacé par labscisse de convergence 
absolue, ce qui est plus restrictif. 
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Faisons maintenant une remarque fort simple, mais importante pour 
l’explication du but de ce Mémoire. 

Lorsque h,= Px=n(n=1, 2,...) l'ensemble S,, est fermé, il est 
donc confondu avec l’ensemble S;.. 


Dans le cas des séries de Taylor (x, —=u,=n), l'énoncé précédent 


se traduit de la manière suivante : 


En posant 
1isi= D ae, 
n=1 
\ à 
g(s ) =) bDmea tt; 
m—=0 
F(s) =>, An DA lens! 
ei 
où 


m=n—t 


Di pi (n—m)b,, 


m=0 


la fonction F(s) peut être prolongée suivant chaque courbe qui ne 
contient aucun point de l’ensemble S;, (') ni aucun point de l’en- 
semble S,. Les points de S, qui ne font pas partie de S;, ne peuvent 
être singuliers pour F(s) que si la fonction sg(s) est holomorphe à 
l’origine et y posséde, soit un zéro simple, soit un zéro double. 

A partir de cet énoncé, on retrouve facilement le théorème de 
M. Hadamard, cité dès le début de cè Mémoire, et concernant les séries 


f(s)= Soe —", o(s) = Se e" et D(s) Sareters Il suffit d’appli- 


REA n= n=! 


quer cet énoncé aux séries 


* 


jp > den 


= 


. coe (ia eo 
s(o= > be siege er gee LU 


mont 


(1) D'après la remarque que nous venons de faire, on substitue cet ensemble à Sy, qui 
lui est dans ce cas-ci équivalent. 


L'à 1 ee PONT TN 
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Remarquons que, dans le cas des séries de Dirichlet générales, on 
ne peut pas affirmer que l’ensemble S,, coincide avec l’ensemble Sy. 
Il importe de constater qu’on peut former deux séries de Dirichlet 
f(s) et g(s) (par exemple du type À, = logn), telles que les propriétés 
suivantes aient lieu : 


’ e : . : 
1° L'ensemble S,, contient des points qui ne sont pas contenus dans 
l’ensemble S;., c’est-à-dire on a 


SC S fe 


SC S fs; 


2° La fonction composée F(s) admet dans le demi-plan R(s) > Aye, 
tous les points de S;, comme points singuliers ('); 

3° 6 = O; 

4° F(s) n’a pas dans le demi-plan R(s) > A;, d’autres points sin- 
guliers que les points de l’ensemble S,.. 


sans que 


Nous indiquons un tel exemple au n° 4. 

On voit donc que dans le cas des séries de Dirichlet générales, on est 
obligé d’ajouter à l’ensemble S;, les points limites de cet ensemble (sans 
oubiter les points de S;) pour avoir l’ensemble éventuel des points sin- 
guliers de F(s). Dans le cas des séries de Taylor(k,= n) cette opération 
est inutile, car les deux ensembles Sz et Sz sont confondues. 


On peut donc se poser la question suivante : 

Les points de S;,— S;, (c'est-à-dire les points de Sy. qui ne soni pas 
points deS;.) jouent-ils un rôle particulier pour la fonction K(s)? 

Nous nous sommes demandé si l’on ne pourrait pas, même lorsque 
les points de l’ensemble S,,— S,, sont tous singuliers pour F(s), 
prolonger F(s) à travers cet ensemble, autrement que par le prolon- 
gement de Weierstrass. 

Ne pourrait-on pas effectuer, à travers ces points, un prolongement par 
l'intermédiaire des fonctions monogènes de M. Borel ? 


(1) Comme d'habitude nous appelons point singulier d’une fonction uniforme o(s), tout 
point où le prolongement analytique de Ja série définissant ¢(s) n'est pas possible, 
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La réponse à cette question est, dans des cas assez généraux, affir- 
mative. 

Ce fait, outre l’intérét qu'il peut présenter en lui-même, nous 
semble important à deux points de vue différents : 


1° Les fonctions monogènes de M. Borel s’introduisent d’une 
manière, sinon simple, du moins assez naturelle. 

2° L’analogie entre le théorème de M. Hadamard concernant les 
séries du type A, = n et notre théorème concernant la composition des 
singularités des séries de Dirichlet, du type général, parait encore 
plus étroite : Dans le cas des séries de Taylor, seuls les points de S,;, 
peuvent être singuliers pour F(s); dans des cas fréquents de séries de 
Dirichlet, seuls les points de S;, peuvent être singuliers au double 
point de vue, celui de Weierstrass et celui de M. Borel, les points 
de S;,— S;, n'étant pas singuliers au point de vue de M. Borel (‘). 


Nous venons d’exposer le but de ce Mémoire. 
Le numéro qui suit est consacré au rappel des notions importantes 
de la théorie des fonctions monogènes de M. Borel (*). 


2. Soit S un ensemble dénombrable de points. Nous donnons à 
chaque élément de S un indice bien déterminé (*). 


Soient 
Chr CRT SN SITES ; 
les éléments de S. 
Soit 
Pin Dex Wie TOUTES 


une suite de nombres positifs vérifiant les conditions suivantes : 


é n 
Mises Set 
A i 
log log log 
(a) sti 


n 


- 
a Ti CHSS Ee ieee 
1 


\ A=n+1 


! “an » ve : ir : à “mnie aie , . 
(") Ce que nous venons de dire est peu précis, mais nous avons tenua rendre les faits 
mentionnés plus suggestifs. : 
(=) Borgz, Lecons sur les fonctions monogènes untformes d'une variable complexe 
Collection Borel. Gauthier-Villars, 1917. 
(+) C'est-à-dire que les numéros des éléments de S sont fixés une fois pour toutes 
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(Toute suite r,,7,, ...,r,, ... intervenant dans ce Mémoire jouira de 
ces deux propriétés.) | 
A étant un entier positif, de chaque point e, comme centre, avec un 
Ta , a "th 
rayon —> décrivons un cercle 5”. 


Nous définissons maintenant les cercles s de la manière suivante : 
à : FOR HT 
on peut déterminer une quantité r”, ne, oe belle querle 


oh? 
/ = , "h) 
cercle de rayon,” autour du pointe, ne coupe aucun cercle EEE 
Désignons par s‘" le cercle de rayon 7” autour du point e,. 


ere (hy ] Ts Tr, 
Nous désignons par s,” un cercle de rayon r”, Oe el ah? 


2 oh 


autour du point e, ne coupant aucun cercle s\”, 5, .... Et ainsi de 

: ih) : aa 
suite : tout cercle 5,” a comme centre le point e,, son rayon r” vérifie 
l'inégalité 


he, Ti 
(A) ch 
oh+1 <7 n = oh 4 


les cercles 5 ne se coupent pas deux à deux ('). 


Nous appelons « entourage de M. Borel, d'indice À (ct relatif à la 
suite 7,, 7, ..., 7, ...) de l’ensemble S », l’ensemble de tous les 
points intérieurs (au sens strict) aux cercles 5°. 

Supposons maintenant que l’ensemble S ait tous ses points dans un 
domaine D, (?). Nous désignons par B” l’ensemble des points du 
domaine D, duquel on a exclu l’entourage de M. Borel, d'indice À 
(et relatifà la suiter,,r, ...,r, .. .)de l’ensemble S. L’ensemble B” 
contient certainement des points de D, pour h assez grand. J est d'un 


seul tenant (*). 
B est un ensemble parfait. 
Nous appelons « domaine B » l’ensemble des points dont chacun 


ee 


(1) Pour la démonstration de l'existence des cereles s{), voir le livre cité de M. Borel 
(nous substituons la notation B'”) à la notation C4) introduite par M. Borel). de 

(2) Comme d'habitude nous appelons domaine lout ensemble connexe de points inté- 
rieurs, sauf toutefois lorsqu'il s’agit d’un « domaine B » qui, au contraire, peut ne pas 
posséder du tout de points intérieurs. ; 

(3) Pour la définition des domaines Bi), et par conséquent du « er Ds; on 
suppose en général que S est partout dense dans Bue partie de D,. Mais il est 2 es 
que ceci n’est pas indispensable. Rien n’empéche, d'ailleurs, le lecteur de faire cette 


hypothése dans la suite. 


380 &. MANDELBROJT. 


appartient à un B™ correspondant à une certaine valeur de A; d'une 
façon précise, un point P sera dit intérieur à B, si pour une certaine 
valeur h, de h, et par conséquent pour toutes les valeurs h >h,, 
P appartient à B. Un « domaine B » n’est pas parfait. 
Rappelons maintenant la définition des fonctions monogénes. 

La fonction f(s) sera dite monogène dans le « domaine B », si : 


1° f(z) est continue dans B (c’est-à-dire continue sur tout B‘; 
comme B” est parfait, cette continuité est alors uniforme sur B’). 
2° z, étant un point de B, l’expression 


tend uniformément vers une limite /’(s,) lorsque 3, appartenant 
à B, =, tend vers 3, tout en restant dans B'; c'est-à-dire quel que 
soit € > o on peut lui faire correspondre un nombre à tel que l’inéga- 
lité |. — s, |< 4 entraine 


=, et =, étant dans B'. 

La valeur de /’(=,) est évidemment indépendante du domaine B”’ 
envisagé, car tout point de B!" appartient à B“” avec À, > h. 

On suppose que /’(3) est continue dans B. 

Les fonctions monogènes, au sens de M. Borel, jouissent des pro- 
priétés tout à fait analogues à celles des fonctions holomorphes. 
Mentionnons les faits importants suivants : 

Les fonctions monogènes admettent dans B une formule de Cauchy 
semblable à la formule de Cauchy de la théorie des fonctions 
analytiques. 

La monogénéité entraine l'existence des dérivées de tous les 
ordres (‘). 


3. Avant de répondre aux questions que nous nous sommes posées 
dans le n° 4, introduisons la définition suivante : 


Re OP ONU ee Pen Malte) He © Su, lois of invoquer 
(1) Poir le livre de M, Borel, 
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Soit S; l’ensemble des points singuliers de la fonction p(s)= 24,20". 
Soit S; un sous-ensemble dénombrable de S, dont les éléments sont 
numérotés dans un ordre bien déterminé (!). 


Nous dirons que 9(s) est, à l'entourage B (relatif à la suite 
Tox ah SU Faye oak) 


de [S,; S,] près, d'ordre & dans le demi-plan R(s) > «, lorsque, à 
. chaque couple de nombres positifs e et w, et à chaque entier positif À, 
on peut faire correspondre une constante P = P(:, w, A), telle que 
l'inégalité 


-(m) lp(c+i)| <Plt|+ 


ait lieu en tout point du demi-plan R(s) > « extérieur à l'entourage 
de M. Borel d’indice A (relatif à la suite 7,, 7,, ...) de l’ensemble S!, 
et extérieur à l’ensemble des cercles de rayon € autour de tous les 
points de S,— S4 (?). 

Nous n’excluons pas le cas où les deux ensembles S, et S! coin- 
cident, c’est-à-dire lorsque l’ensemble S,— S, est vide. 

Des fonctions 9(s)=Xd,e~’" possédant la propriété indiquée 
(avec # fini) existent, comme nous le verrons au n° 4. 

Cette notion généralisée de l’ordre d’une série de Dirichlet, dans un 
demi-plan, étant introduite, on peut, en conservant les notations du 
théorème de la page 375, le compléter de la manière suivante : 


(1) C'est-à-dire que l’on suppose, comme à la page 378, qu'on a fixé, d’une manière 


définitive, les indices des éléments de S$. Soient e,, e2, ... ces éléments. 
(2) La constante P doit être la même, lorsque €, w et À sont donnés, quel que soit 
l'entourage de M. Borel d'indice À (relatif à la suite r,, 72, ...) de S2. 


C'est-à-dire que, la suite ri, 72, ..., vérifiant les deux conditions (a), de la page 378, 
étant donnée, l'inégalité (m) doit avoir lieu avec la même constante P.(w, / el e étant 


donnés) quels que soient les cercles si), des rayons r{# autour des points ey, définissant 


l'entourage d'indice À de M. Borel (a condition, bien entendu, que ces cercles ne se 


coupent pas et que leurs rayons ri) vérifient les inégalités 


Tn Tn 
ei mi). 


2/1 


IO 
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Si Vabscisse de convergence uniforme U, de la série 


f(s) Di ae. 


n=t 


et l'abscisse de convergence simple €, de la série 


g(s) ay, bmew hm’, 
mat 
sont toutes les deux finies; 

S'il existe deux sous-ensembles dénombrables S}.(a,, æ:, ...) et 
S!(B:, Ba, ...) respectivement des ensembles S, et S... tels que les deux 
fonctions f(s) et g(s) sont respectivement, à l'entourage B (relatif à la 
suite Ti, las es Tns +.) de [Sÿ; S,] et de [S,; S.] près, d'ordre k 
et | dans les demi-plans R(s) > y et R(s) > 620; 

Si Végalité 

œi+ Bi a; + D; 
n'a lieu que st i=]; 
St 
p= lim he LS < +; 
n=x log | 5, | 

St D est un domaine borné contenu dans le demi-plan R(s) > AÀ,., 
s'il contient un point du demi-plan R(s) > U;+C, et ne contient 
pas d’auires points de S;, que ceux de l’ensemble X;, composé des 
points a;+ B;; 

Alors, la fonction 


2 


3 \ 5) => an by east 


n=1 


où r est un entier positif supérieur à k + + 3 P, est monogène, au sens 
de M. Borel, dans le « domaine B » formé dans D avec les points de X,. 
qui y sont situés et avec la suite r,,r:, ...,r,, ... ei 


(7) C'est-à-dire que le « domaine B » en question est formé en enlevant de D les points 
intérieurs aux cercles dont les centres sont les points de +, situés dans D. Le rayon 
d’un tel cerele autour de chaque point a, + 8,, faisant partie de D, est r{#. L'ensemble 
des points de £;, contenus dans D et le domaine D jouent dans cette construction le 


PR et 


. y intervient. 
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Remarquons que les points de X,, peuvent constituer un ensemble 
partout dense dans un domaine D, contenu dans D. Le domaine D, est 
donc, a priori, d’après le théorème de la page 375, interdit au prolon- 
gement analytique de F(s). Par le théorème que nous venons d’énoncer 
on voit que, de toute manière, on peut prolonger F(s) dans un 
« domaine B » faisant partie de D, par l'intermédiaire d’une fonction 
monogène de M. Borel. 

Nous avons posé dans le théorème que nous venons d’énoncer 8>o, 
uniquement pour ne pas faire intervenir, comme singularités possibles 
de F(s), dans le demi-plan R(s) > A,., les points de S,. Le fait que 
ces points n’interviennent pas, dans le sens précisé, résulte du 
théoréme de la page 375. 

Ceci ne constitue d’ailleurs pas une restriction. 


Démonstration du théorème 1. — Soit A un domaine complètement 
intérieur au domaine D, et soit d la plus petite distance d’un point 
quelconque de A à un point quelconque de la frontière de D. 

_Désignons par S,—S,— S° l’ensemble des points de S, qui ne 
sont pas contenus dans Si 

Soit D, un ensemble composé de domaines jouissant des propriétés 
suivantes : 


1° Chaque point de la frontière de D, est à une distance inférieure 
ou égale à = soit d'un point, au moins, de S, soit d’un point de la 


droite 6 — ¢. 
2° Tout point de la frontière de D, est à une distance supérieure 


à © de tout point de S, et de tout point de la droite 5 — ©. 
10 Fe 


3° D, ne contient que des points du demi-plan R(s)>5, cet 
; | 1 d 
ensemble contient tous les points du demi-plan R(s) > H,+ =: 


ee ———— 
même role que S et D, jouaient, à la page 3-9, pour la construction du « domaine B » qui 


1 x 13 A a A Gi Bu Er 
es = an, + Bn; (É = 1, 2,...) étant les points de £;, situés dans D, la suite 74 Te 
. joue dans la construction du « domaine B » de l'énoncé le 


: ecg 
Ro Tg fen TiS Unigene Ut: 
é ., à la page 379, jouait dans celle du « domaine B » 


même rôle que la suite 7), 725... "ny + 
qui y intervient. 


2 Ex 
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4° En désignant par L, la longueur totale de la partie de la fron- 
tière de D,, comprise dans la bande n —1<tSn, ona 


L,<M (A0, le D 
où M est une constante indépendante de n. 


Un tel domaine existe, comme on s’en rend facilement compte ('). 
Traçons autour de chaque point f; de S, un cercle de rayon we 
Soit w(A, r) ce cercle. 

Soit l, la courbe, qui peut être composée de plusieurs branches, 
constituant la frontière de l’ensemble D,, obtenu en excluant de 
l’ensemble D, les points de tous les cercles w(h, 7). - 


Soit E, la partie de I, qui est la frontière du domaine faisant partie 
de D, et contenant les points du demi-plan R(s) > H,+ Le). 


On constate facilement, en vertu du théorème de Cauchy, que sic 
est une quantité positive supérieure à C,, alors 


! C+ie 
F3 


du 
SE f(s — wu) g(u) a» 


r! du 
Te. wif 6-0) 8) = 


c—ie 
dès que R(s) > U,;+c. 

Soit, en effet, D,(T) la partie de D, comprise dans la demi- 
bande —T<1<T, o<e, formant un domaine, et dont la droite 
g=c(—T<t<T) constitue une partie de la frontière; en désignant 
par K(T) la frontière de D,(T), on a évidemment, pour R(s)>U;+e, 


du 
f f(s—u) g(u) — =o. 
“ KIT) ait: 


Il suffit maintenant de remarquer, qu’étant donné l'ordre de crois- 
sance des modules des fonctions f(s) et g(s), et la grandeur du 
nombre r, la partie de l'intégrale étendue le long des segments t = — T, 
t= T, formant partie éventuelle de K(T), tend vers zéro avec x D'où 
la formule ( f). 


(') Voir par exemple le livre cité de M. Bernstein, page 208. 

(?) Nous supposons que l’entier positif À est suffisamment grand et que la quantité 
positive d est suffisamment petite, pour que les raisonnements employés au cours de 
celte démonstration soient valables, 
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On a, d’autre part, pour og > U;+e, 
‘ md C+ i © C+io 
— f(s—u) g(a) ee ce 


271 pot ey ur+1 
= de” n=1 


r C+io ae 
ee —has à g(u)e}nt : 
2TL ai ur! 


no=1 


An ehn(s—u) du 


comme c >C,, on a, d’après une formule connue, 
r ! C+ix 
— g(u) ape ee 


2T4 me “= te) (An— Pee = Die 
Ve La 
et, par conséquent, pour R(s) > U,+c, 
. si c+is 

FO) moe RE, ris — u) Eu} 


2TL 


= 


Le prolongement analytique de F(s)(') est donc donné, en dernier 
lieu, par l'intégrale 


mf Ios g mire 


C’est l'étude de cette intégrale qui nous fournira la démonstration de » 
notre théorème. 
Envisageons l’ensemble de tous les points s de A, vérifiant toutes les 


inégalités 


r m 


5—Ym | = |$ An Bale 72 PE Dh) (Ym= Am + Brn). 


D'ailleurs, quel que.soit le point « de S;—S};, quel que soit le 
point B de S,— S, et quels que soient les entiers et j, on a, lorsque 
s est un point quelconque de A, 


|s—-a—B|>d, |s—a—$j|>d,  |s—a—s|>d. 
De mème, si ¢</, on a, quel que soit le point s de A, 
|s — a,— B;|>d. 


Soit u’ un point de la courbe K,,. Étant donné les propriétés de la 
OS A ES RP SO SR Ce — 


(1) Dans une partic, au moins, de son domaine d’existence. 
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courbe I’, et celles de sa partie E,, on voit qu’il existe, soit un point B, 
tel que 


ees Loin 
| u’—Brl= aa <5 


soit un point f de S,— S_, tel que 
Lu — BIS, 


soit, enfin, un point 7 de la droite 5 = ¢, tel que 
d 


ju'—t|<-- 
= 2 


Il en résulte que tout point s, appartenant a A et envisagé plus haut, 
vérifie les conditions suivantes : 
1° R(s—u')>a, 


2° quel que soit l’entier q 


|s— u A eins += SHOT, 


et, enfin, 3° quel que soit le point « de S,—S;, on a 
: d 

|s—w—al25 .(*). 
En tenant alors compte du fait que les fonctions /(s) et g(s) sont 
respectivement d’ordre généralisé # et J dans les demi-plans R(s) > y 
et R(s) > 0 (*), on voit que, pour toutes les valeurs de s vérifiant 


l’ensemble d’inégalités, 
[s— y~xp=|s—a— Bl> s5 Sa ORE COM E 
et pour toutes les valeurs de wu intervenant dans l'intégrale 


fis—u) ge) LE. 


Er 


On a 
[f(s—u)g(u)| <Alulft#, 


où À est une constante indépendante de wu et de s. 


d 
1) Silu —si<S alors R(s—w) > Aye +d—8—“2Hy +6+d—6. BL Hy an 
2 2 


(2) Voir l'énoncé du théorème page 382. 


| 
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Quelle que soit la quantité positive v, on constate, d’après la rela- 
tion | 


que la série 
D > I 
[Bn a 


converge, et à plus forte raison que les points 3, sont isolés. 

En désignant alors par E,,, la partie de la courbe E, comprise dans 
la bande n —1<t<m et composée uniquement des points de la 
frontière de D,, et par T, l’ensemble des courbes E, ne contenant de 
points d'aucun ensemble E,, (n—0o, +1, +2 .. .), on peut 
écrire 


‘ du 
J(s—u)g(u) ee 
Ej, 2 


‘ : du du = 
=D f feo Gat f Mo—O 8 = a+: 


Ep, n 


n=—o ne 


et on voit que les inégalités suivantes ont lieu 


AL, AM 
ee Tye re Ta ea (ln|>1) ©), 


re 


TA Gr Le fe 
| B| <=> te ee Te ee 
FT g= (Bal = sees) er 


q=' 


gh+2 


; miss cult A ° ; 
Par conséquent l'intégrale / f(s—u)g(u) = peut être envisagée 
Ep . . . 
comme la limite d’une suite de fonctions continues de la variable s 
tendant uniformément vers cette limite lorsque s, restant dans A, 
vérifie toutes les inégalités 


|S — Om orale (ry #52, 4.2) 


La fonction F(s) est donc continue dans cet ensemble parfait de 
points. | 

Soient £,, & sims --. les indices des points y=oa+ 8; de 
Z,. qui sont situés à l’intérieur de A. Soit Z l’ensemble de ces points. 


Snir nnn EEE 
(1) On prend le signe — sin > 0 et le signe +si 2 < 0. 
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On voit facilement que sin+™m, alors 
| Xin i. Ai, \2 d, 
car si le contraire avait lieu, comme y;, = ~;,, + 8;, se trouve dans A, 
le point 
ai, + Bin 
se trouverait dans D, ce qui est contraire à l’hypothése faite sur D. 
: : TS : . 4 
Soit A, un domaine, contenu dans A, de diamètre au plus égal à = 


et dont la distance d’un point quelconque à un point quelconque de 
la frontière de A est au moins égale à d. Si a’ et 3’ ne sont pas tels 
qu’on a à la fois 
; aies pa De, et PE FER IE 
alors, a’ étant un point de S; et 8’ un point de S., on a 
|s—a’—B'|>d. 


Soit A, l’ensemble des points de A,, vérifiant les inégalités suivantes : 


r'; 
Dre fe re ee EE Es PE ERP À 


Comme plus haut, on peut voir que si wu’ est un point quelconque 
de E,, on a pour tout point s de A, 


R(s—u>r+F, 


T; 
ee ee es | ee +2. 
PS Ya Tiel Sere Skee 
et 
Rate 
|s—u'—a'|>-, 
25 


pour tout autre point de a’ deS,. 

Soit maintenant D, un ensemble composé de domaines et construit 
d'une manière analogue à celle que nous avons employée pour la cons- 
truction de D,, en substituant à l’ensemble S, l'ensemble S,— X; à la 


as aid > 
quantité d, la quantité = et aux nombres 5 et H, respectivement y 
et H,. 


Tragons autour de chaque point a, de Dy un cercle de rayon a 
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Soit o(h, m) ce cercle. Soit D, l’ensemble obtenu en excluant de D, 
tous les points des cercles (A, m). Soit R, la frontière de D,. 

Tout point s du demi-plan R(s)> y + - vérifiant toutes les 
inégalités 


T'; 
(ce) [S— oi, > (HR eee 


oh+? 


et, quel que soit le point 2’ de l’ensemble S, — X\, les inégalités 


d 
2 


(4) |s—a'|2 


’ 


UE , . mae inet . 
est, évidemment, à une distance supérieure à > de tout point de R, 
4 


différent d’un point d’une circonférence w(h, m); il est à une 


distance supérieure à im de tout point R, faisant partie de la circon- 


= 


ference w(h, m). Il est, enfin, à une distance supérieure à? de tout 
d 
2 

Si s, et s, sont deux points d’un domaine connexe R, dont la 
frontière est la courbe C, et si f(s ) est holomorphe dans le domaine R 
fermé, alors 


fs, = J (52) 


- f'(s;) 
Sy — Sy 
ER 1 de on ES eee AC) 
mlraecs NET nee ds) - JS as| 
sis, I(s)ds ; 
re ey | ieee 


Supposons que s, et s, sont situés dans un domaine K, contenu, 
lui-méme, dans un des domaines de D,, et dont le diamètre est infé- 


rieur à E Balayons chaque point de la frontière de K par un cercle de 


point de la droite 5 = y + 


(¢) 


rayon © =. Soit K, le domaine ainsi agrandi. Soit enfin K, le domaine 


commun à K, et D, et contenant les points s, et s.. Le diamètre de K, 


ba 
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k : 3 . : 
ne dépasse certainement pas j d. Par conséquent, d’aprés ce que nous 


avons vu plus haut, la frontiére P de K, ne peut pas contenir des 
points de plus d’un cercle w(h, m), les autres points de P sont donc, 
soit des points de la frontiére de K,, soit des points de la frontiére 
de D,. 

Si, en plus, les points de s, et s, se trouvent dans le demi- 


plan R(s) > £ + y et vérifient les conditions (c) et (d), leurs dis- 
tances aux points de la courbe P, qui ne sont pas points des circon- 


ae Es . 5 de « d . 
férences w(h, m), sont non inférieures à 3 et leurs distances aux 


points de celui des cercles w(h, m), dont les points font éventuel- 


y te x, A ae wy WH 
lement partie de la frontiére de K, sont non inférieures a aoe 


En employant la formule (e), on voit, d’après ce qui précède, que 
si s, et s, font partie d’un domaine D dont le diamètre ne dépasse 


d ‘ - à = ; : 
pas -» et qui est tout entier dans un des domaines de D; si ces points 


font partie du demi-plan R(s) >y + Let vérifient les conditions (c) 


et (d); si, enfin, il existe au moins un point de X\ dont la distance 
as, ne soit pas supérieure à 2d alors, l'inégalité suivante a lieu 

"(s,) — f(s.) : , I 

eS — f' (8, IP, | 51 — Sz} (L = aie =) | Sy we 
S,— $e Tes 

où 2 est une quantité arbitrairement petite, positive, donnée d’avance; 
où P, = P(e, h, d) et L= L(d) sont des constantes; et où enfin # est 
l'indice d'un certain point de Y\ se trouvant dans le cercle de 
rayon 2d autour du point s, ('). 


Comme 
5 aj : p+s 
lim eas Ly: lim B, y 00 
‘ 2 bn m ? 
m=x Pin, m=. 
a oa Eh as a ee ee © ee ee TER 
(7) Si l'ensemble S'y ne possède pas de point dont la distanee à s, ne soit pas supérieure 


à 2d, Pinégalité que nous venons d'écrire subsiste (en y supprimant le terme : )- 
ss 3 
Tiny 
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on voit que | 
I A 
230 = C; | a, (MES 
Tin 
où C. est une constante. 
On peut par conséquent écrire 
SI (s,) + fs.) 


RE JD] < N18; aul Pets, 


ou N= N(e, A, d) est une constante, 

On voit donc, d’après ce qui a été dit à la page 388, que si s, et s, 
font partie de l’ensemble A,, et si u est un point quelconque de E,, 
alors 

Ji) = S55 =r) 


ee Fa(S 10) | a N, | SES, | u pres, 
Si — S2 


oùN,—=N,(:, h, d) est une constante. 
Posons maintenant 


ere 12 # du 
FE fat a) S(t) a 
on a évidemment 


F(s,) — F(s,) 
$,— Ss 


$,— &) — f(S,— 1) du 
— a eer ee DL a Ra Se ~ fin (8, — &) g(u) — ak 


Sy — Sy 


— F,(5,) 


En employant la méthode qui nous a servi pour la démonstration de 
la continuité de F(s) dans l’ensemble B” formé dans A, on peut 
établir, en tenant compte de la dernière égalité, l’inégalité suivante, 
qui a lieu dès que s, et s, se trouvent dans A, : 


-F(s,) — F(s,) Ds 


Sy oe So 


Fis) | < AT Sy Sy]. 


Il résulte de cette inégalité que l’expression 
FES) — F(s,) 


Sa S; 


tend uniformément, dans le sens précisé lors de la définition de 
51. 
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la monogénéité, vers F’(s,) =F, (s,), lorsque s, appartenant à un BY), 
s2 tend vers s, tout en restant dans le même B”’. 
On démontre aussi facilement que F'(s) est continue dans B”. 
_ Ainsi notre théorème est complètement démontré. 


4. Nous allons maintenant construire un exemple d’un groupe de 
deux séries de Dirichlet : /(s) et g(s) jouissant de toutes les propriétés 
exigées par les hypothèses du théorème que nous venons de démontrer. 

L'ensemble Z;, sera partout dense dans un domaine D,, ce domaine 
fera partie de l’ensemble des points singuliers de la fonction F(s), 
mais cette dernière pourra être prolongée, par l'intermédiaire d'une 
fonction de M. Borel, dans un « domaine B » formé dans un domaine D 
contenant D,. 

Soit E le carré dont les côtés sont respectivement donnés par les 
égalités (les égalités qui suivent donnent les droites sur lesquelles se 
trouvent ces côtés) : 


c= i= —14- ts; 
— 1, = id cae ri ——— 2 
Soit Yis Yes +--+» Ya) --- une suite de points constituant un 
ensemble S partout dense dans E. 
SOIF ES PIN AIG Se. (r, *£ i) une suite de nombres positifs véri- 


fiant les conditions (a) de la page 378. ; 
Désignons par S, l’ensemble dénombrable de points, @,,...,2,,..., 
définis de la manière suivante : 


R(Yn 
Rl dah earl (Vist Sa). 4): Le || wasn Tan) >On 
Soit S, l'ensemble des poirts 81, 8.,...,3,,..., telsque a, + Bisa 
On a évidemment pour tout n : 
Le ie 
nan) = AP) 72 
etsin><k, ona 
eet n k |rn—k| 
L'on + Bal =| n+ ya | > SS ag — 22 ——_——_ — 2. 


Ta Tk Ta 


On voit done que l’ensemble S, composé des points a, + B;(n < k) 
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est isolé, il est situé dans la bande 1< R(s) <1 + 7 et aucun de ses 
points ne se trouve dans le carré E, dont les côtés sont parallèles aux 
axes, oe au carré E, et dont la longueur des côtés est 
égale à 3 


Rappelons maintenant les deux peg suivantes de la fonc- 
tion C(s) de Riemann : 


1° La fonction 


aa See Ss) sree 

est entière ; 
2° Quel que soit le cercle autour du point s —1, de rayon, et quel 
que soit le nombre positif «, il existe une constante L— L(x, r) telle 
qu’à l'extérieur du cercle précédent et dans le demi-plan R(s) > «, 


on a 
ECS) L IE. 
Si donc on pose 
fils) E(s af du): 


Ln(S)= Es + DL Ons 


on voit qu’il existe une suite de quantités positives L, (tendant vers 
l'infini) et telles que, pour R(s)20, et |s—-,|>7/ d'une part, et 
|s— B,|>7%, d’autre part, on a respectivement : 


| fu(s)| << Li be], 
| Sas) eg PR LES 
Soient maintenant , et L, (n=1 1,2,...), deux suites telles que les 
séries | 
2|4,\L,, > | Pan oe 


convergent, et posons 


JE AS ac te) 
= LEA 
2622 ln Aur) RACE STE a 
n=1 n= { 


Chacune de ces fonctions est développable en série de Dirichlet 
216 
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proprement dite : 


f(s) ey an ay An E1525, 


n=1 n=1 x 
o o 
g(4)= >, Fama FY Due em, 
m1 m=1 


ces séries admettant la méme abscisse de convergence absolue : 


3 
C;=C,= ie 


On a évidemment : 
s,=S,, S,=S8., 2r:=S. 


Si l’on exclut du demi-plan R(s)>é = y — 0, les cercles de rayon 7 
autour des points «,, on a dans ce même demi-plan : 


Jo<(Siél)anie 


n=1 


De même, si l’on exclut de ce demi-plan les cercles de rayons 7° 
autour des points f,, on a dans ce même demi-plan : 


Lg(s)1< CODE 
n—=1 


Les deux fonctions f(s) et g(s) sont donc, à l’entourage B (relatif à la 
suite 7,, 7, ...), respectivement aux ensembles S;= S, et S, — S; 
près, d'ordre & et /(k<1, !£r) dans le demi-plan R(s)>¢=y =o. 


On voit, de plus, que 
h — logr, 
log | on | 


p= lim 


— I. 
Si, enfin, on pose D=E,, on voit que tous les points de D sont 
situés dans le demi-plan R(s)2>1 > A;,— a D contient des points du 


demi-plan R(s)> U,+ C,= Cr+ C,= 2. a et ce domaine ne con- 


tient pas d’autres points de S,, que ceux de Z,,=S. 
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Les fonctions f et g vérifient donc toutes les hypothèses de notre 
théorème ('). 
La fonction 


(6) 
Pin = x an tenn EE abit : 
ne: 


oe = > (logn — logm)'bn= > (log we) bm 


log m<logn mon 


est monogène dans le « domaine B » formé dans D= E,, avec les points 
de Z;,—S et avec la suite 7,, 7, .... 
En reprenant les notations du n° 3, on voit que 


où E, est formé par la droite 5 = s( an 5) et les cercles w(h, 7) de 


rayons autour des points 3;. 


sits 


Or, on a pour chaque entier z : 


z pag SNS Pi? Gi) os lat(s+i—6,), 


n 


F< i> 1,0 (s mobs Puli et 


n=l 
ou Z signifie que la somme est étendue à tous les indices n Az, et où 


E(s) =< (s) — —— 


Comme on a, pour / = 1. 


[Bi Bell yi 27+ 117i > lala] 
Der PP CIE an he TE 
LE r; 5 12}, tr 4, 


on voit que, lorsque À est suffisamment grand, il n’existe dans le 
cercle fermé w(A, 7) aucun point B; tel quej ~¢. 


(1) Que «; +8; 4;+ 8; lorsque «4/7, on le voit d’aprés le procédé méme que 
nous avons employé pour former ces points. 
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On voit, d’autre part, que la fonction 


re 
8 


6! d 
¥ (3) = fis—u) a(S 


Te 
8 


est holomorphe dans le demi-plan R(s) > 2; 

On peut par conséquent écrire, en désignant par C; la circonférence 
du cercle w(h, r), l'égalité 
f(s—u) du 


l 
ont: shares by (alia nt Sines ib 


¥(s) est une fonction holomorphe dans le demi-plan R(s) > 2 


Cette dernière égalité peut encore s’écrire de la manière suivante : 


F(s)=#(s) +6!) a fis + Bi): 


On a, d’autre part, 


JS BD = dut(s — Bi+1— an) 


n=1 
! 
= d,C(s +1— a;— 6;) -> d,t(s +1— 6i— a) 


+ E(s +1— a; — 64) +> d'y Ets +1-—-Bi— an). 


r 


$= ai Gi 


Comme l’ensemble des points de la forme 8,+ à,, où n>, est isolé, 
on voit immédiatement que lorsque s est dans E, les opérations sui- 
vantes sont légitimes : 


djl; 
F(s) = ¥(s) + 6! ere Sgt, ae pere : Ss 
(s) (s) + | ACNE, fame Seer E(s +1 — a,— 6;) 


Fo | 
“Ds > du Es +1— B;— a | 


D'ailleurs, comme les points 3;+ 4,(n-£1) sont extérieurs à E,, et 
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comme E(s) est une fonction entière, on voit que 
s—a— fr Bi s—y 


F(s) = ®(s) +61) —__*__ = @s) ye — 
—1 é i= 


où D(s) est une fonction holomorphe dans E,. D’après des résultats 
bien connus, la fonction 

CU 

re 


=] 


t 
admet tous les points de E = D, comme singuliers, car la série 


: a 
2% 


converge. 


A = ae rs 
ci ty > OR” LE FT. s 
LE: “4 Latte ne 


es. 


fi 
. 


; een roa JE 


Bahia ape Aire fyi. 


= 


Des d'autre tre a ES 


Tis % » > URI Er à 
dal ~~ a 4 : 
reat 
L ra A" 
~¢ i , rH ‘Teri | 24 ~ 
Em 
~ tr i 8 t f ® È LA À fs sat Lust ant i. 
es ‘ iy i ? de à 
té f 
"1 ak 
À | à = ot ne 
Pree. CDSE Cee Hollis de À lurine Qo wo oe PSI 44 1h 0 
Pe With con ive) Moment que ie pa! , ae ©, lees sGeratiogy vire 
FARPE spl) mes + 
+ 
= f L : LA "A 4, 
1 ont ai 
i re 
LI 
' ae et ; 
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